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Prawa autorskie
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chronione na poziomie miedzynarodowym. JCGM nie zezwala stronom trzecim na przepisywanie lub zmiane
znaku firmowego, sprzedaz kopii do publicznej wiadomosci, a takze na rozpowszechnianie lub korzystanie
Z jego publikacji w Internecie. JCGM sprzeciwia sie réwniez znieksztatcaniu, powiekszaniu lub okrajaniu
publikacji, w tym tytutdw, haset i logo, zaréwno jego jak i organizacji cztonkowskich.

Oficjalne wersje i ttumaczenia
Jedynymi oficjalnymi wersjami dokumentéw sg te, ktére opublikowat JCGM w ich oryginalnych jezykach.
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na poziomie miedzynarodowym petne prawa autorskie do projektu i tresci tego dokumentu oraz do
tytutdw, hasta i logo JCGM. Organizacjom czionkowskim JCGM przystuguje réwniez na poziomie
miedzynarodowym ochrona ich tytutéw, haset i logo zawartych w publikacjach JCGM. Jedyng oficjalng
wersjg jest dokument opublikowany przez JCGM w oryginalnych jezykach.

JCGM nie ponosi zadnej odpowiedzialnosci za trafnosé, doktadnos¢, kompletnos¢ lub jakosé informacii
i materiatbw oferowanych w jakimkolwiek tumaczeniu. Kopie tlumaczenia nalezy przekaza¢ JCGM
w momencie publikaciji.

Reprodukowanie

Publikacje JCGM mogg by¢ reprodukowane pod warunkiem, ze JCGM udzieli na to pisemnej zgody. Probke
kazdego reprodukowanego dokumentu nalezy przekaza¢ JCGM w momencie reprodukowania i koniecznie
zawiera¢ musi ona nastepujgce oswiadczenie:

Niniejszy dokument jest reprodukowany za zgodg JCGM, ktéremu przystuguje chronione na poziomie
miedzynarodowym prawo autorskie do projektu i tresci tego dokumentu oraz tytutéw, haset i logo JCGM.
Na poziomie miedzynarodowym chronione sg réwniez prawa autorskie organizacji cztonkowskich
Organizacjom cztonkowskim JCGM réwniez przystuguje petne, chronione na poziomie
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JCGM i jego organizacje cztonkowskie opublikowaty niniejszy dokument, aby zwiekszy¢ dostep do informacji
metrologicznej. Starajg sie one regularnie go aktualizowag, ale nie mogg zagwarantowaé jego nieprzerwanej
aktualnosci i nie ponoszg odpowiedzialnos$ci za jakiekolwiek bezposrednie lub posrednie szkody, ktére moga
wynikng¢ z jego uzytkowania. Jakiekolwiek odniesienia do wszelkiego rodzaju produktéw komercyjnych
(w tym miedzy innymi do oprogramowania, danych lub sprzetu) lub tez linki do stron internetowych, nad ktérymi
JCGM i jego organizacje cztonkowskie nie majg kontroli i za ktére nie ponoszg zadnej odpowiedzialnosci, nie
implikujg zadnej zgody, poparcia ani zalecen ze strony JCGM i jego organizacji cztonkowskich.
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Przewodnik ustala ogélne zasady wyznaczania i wyrazania niepewnosci pomiaru, ktore mogtyby by¢ przyjete
do stosowania w szerokim zakresie pomiaréw. Podstawag Przewodnika jest Zalecenie 1 (CI-1981)
Miedzynarodowego Komitetu Miar (CIPM) oraz Zalecenie INC-1 (1980) Grupy Roboczej ds. Okreslania
Niepewnosci. Grupa Robocza zostata powotana przez Miedzynarodowe Biuro Miar (BIPM) w odpowiedzi na
prosbe CIPM. Zalecenie CIPM jest jedynym zaleceniem dotyczgcym wyrazania niepewnosci pomiaru
przyjetym przez organizacje miedzynarodowa.

Przewodnik zostat przygotowany przez wspolng grupe roboczg sktadajgca sie z ekspertow wytypowanych
przez BIPM, Miedzynarodowg Komisje Elektrotechniczng (IEC), Miedzynarodowg Organizacje Normalizacyjng
(ISO) i Miedzynarodowa Organizacje Metrologii Prawnej (OIML).

Ponizsze siedem organizacji* poparto wydanie Przewodhnika, ktéry zostat opublikowany w ich imieniu:

BIMP: Miedzynarodowe Biuro Miar

IEC: Miedzynarodowa Komisja Elektrotechniczna
IFCC: Miedzynarodowa Federacja Chemii Klinicznej**
ISO: Miedzynarodowa Organizacja Normalizacyjna

IUPAC: Miedzynarodowa Unia Chemii Czystej i Stosowanej
IUPAP: Miedzynarodowa Unia Fizyki Teoretycznej i Stosowanej
OIML: Miedzynarodowa Organizacja Metrologii Prawnej

Uzytkownicy tego Przewodnika proszeni sg o przesytanie swoich komentarzy i présb o wyjasnienia do jednej
z siedmiu organizacji wspierajgcych, ktérych adresy pocztowe sg podane na wewnetrznej stronie oktadki***

* Przypis do wersji 2008:

W 2005 roku ILAC (Miedzynarodowa Wspotpraca w zakresie Akredytaciji Laboratoriow) oficjalnie dotgczyta do siedmiu
organizacji zatozycielskich

** Przypis do wersji 2008:

Nazwa tej organizacji zmienita sie w 1995 roku na: Miedzynarodowa Federacja Chemii Klinicznej i Medycyny
Laboratoryjnej

*** Przypis do wersji 2008:

Linki do adreséow os$miu organizacji obecnie zaangazowanych w JCGM (Wspdlny Komitet ds. Przewodnikow
w Metrologii) sg podane na stronie: http://www.bipm.org/en/committees/jc/jcam

©JCGM 2008 — wszelkie prawa zastrzezone \
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Przedmowa

W 1977 roku, biorgc pod uwage fakt, ze w skali miedzynarodowej brakuje konsensusu co do sposobu
wyrazania niepewnosci pomiaru, Miedzynarodowy Komitet Miar (CIPM), najwyzszy s$wiatowy autorytet
w dziedzinie metrologii, zobowigzat Miedzynarodowe Biuro Miar (BIPM), aby w porozumieniu z krajowymi
laboratoriami wzorcow zajeto sie tym problemem i opracowato odpowiednie zalecenie.

BIPM przygotowat szczegdtowy kwestionariusz obejmujgcy poruszone zagadnienia i rozestat go do 32
krajowych laboratoriéw metrologicznych zainteresowanych tym zagadnieniem (i, dla informacji, do pieciu
organizacji miedzynarodowych). Na poczatku 1979 roku otrzymano odpowiedzi z 21 laboratoriéw [1]". Prawie
wszyscy byli przekonani, ze stanowito to wazny krok na drodze do opracowania miedzynarodowo uznawanej
procedury wyrazania niepewnos$ci pomiaru oraz tgczenia poszczegdlnych sktadowych niepewnosci w jedng
catkowitg niepewnos¢. Jednakze nie byto zgodnosci co do metody, ktérg nalezatoby zastosowaé. BIPM
zorganizowat wiec spotkanie majgce na celu opracowanie jednolitej i ogdlnie akceptowanej procedury
okreslania niepewnosci pomiaru. W spotkaniu uczestniczyli eksperci z 11 krajowych laboratoriow
utrzymujgcych wzorce. Tak powstata Grupa Robocza ds. Okreslania Niepewnosci, kidéra opracowata
Zalecenie INC-1 (1980) Wyrazanie Niepewnosci Eksperymentalnych [2]. Zalecenie to zostato zaaprobowane
przez CIPM w 1981 r. [3] i ponownie potwierdzone w 1986 r. [4].

CIPM przekazato zadanie opracowania szczego6towego przewodnika opartego na Zaleceniu Grupy Roboczej
(ktére jest raczej krotkim podsumowaniem niz szczegotowym przepisem) Miedzynarodowej Organizacii
Normalizacyjnej (ISO), ktora lepiej moze okresli¢ wymagania stwarzane przez przemyst i handel w szerokich
obszarach ich zainteresowania.

Odpowiedzialnos¢ za realizacje tego zadania powierzono Doradczej Grupie Technicznej ISO ds. Metrologii
(TAG 4), poniewaz jednym z jej zadan jest koordynowanie opracowywania wytycznych odnoszgcych sie do
zagadnien metrologicznych, mieszczacych sie we wspdolnym obszarze zainteresowan ISO i szedciu
organizacji, ktére uczestniczg wraz z 1ISO w pracy TAG 4. Organizacje te to: Miedzynarodowa Komisja
Elektrotechniczna (IEC), partner 1SO w $wiatowej normalizacji; CIPM i Miedzynarodowa Organizacja
Metrologii Prawnej (OIML), dwie Swiatowe organizacje metrologiczne; Miedzynarodowa Unia Chemii Czystej
i Stosowanej (IUPAC) i Miedzynarodowa Unia Fizyki Teoretycznej i Stosowanej (IUPAP), dwie
miedzynarodowe unie reprezentujgce chemie i fizyke i Miedzynarodowa Federacja Chemii Klinicznej (IFCC).

TAG 4 z kolei powotat grupe Roboczg 3 (ISO/TAG 4/WG 3) ztozong z ekspertéw wyznaczonych przez BIPM,
IEC, ISO i OIML i uzgodnionych z przewodniczgcym TAG 4. Ustalono nastepujgcy zakres dziatania:

Opracowanie dokumentu o charakterze przewodnika opartego na Zaleceniu Grupy Roboczej BIPM ds.
Okreslania Niepewnosci, ktory przedstawiatby reguty postepowania przy wyrazaniu niepewnosci pomiaru
z przeznaczeniem do stosowania w obrebie normalizacji, wzorcowan, akredytacji laboratoriow i stuzb
pomiarowych.

Celem tego przewodnika jest:

— przedstawianie peinej informacji o sposobie okreslania niepewnosci pomiaru,

— stworzenie podstaw do miedzynarodowego porownywania wynikow pomiarow.

1) Patrz Bibliografia
* Przypis do wersji 2008:

Opracowujgc niniejszg wersje Przewodnika w 2008 roku, JCGM/WG 1 wprowadzit niezbedne poprawki tylko do
wydrukowanej wersji z 1995 roku. Poprawki te wystepujg w podrozdziatach 4.2.2, 4.2.4,5.1.2, B.2.17, C.3.2, C.3.4, E.4.3,
H.4.3,H5.25iH.6.2.
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Poprawiona wersja dokumentu JCGM 100:2008 wprowadza nastepujgce zmiany:

— przypis oznaczony ** zostat skorygowany;

— w4.1.1 Uwaga zostata wcieta;

— w pierwszej linii przyktadu w 5.1.5 AV zostata zastgpiona przez AV ;
— w pierwszej linii B.2 i C.2 rozdziat 0 zostat skorygowany jako rozdziat 2;
- w G.3.2 (G,1c) zostato zastgpione (G.1c);

— w H.1.3.4 formatowanie pierwszego rownania zostato poprawione.
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0 Wstep

0.1 Podajgc wynik pomiaru wielkosci fizycznej, nalezy koniecznie podac takze pewng ilosciowg informacije
o jakosci tego wyniku, tak aby korzystajacy z tego wyniku mogt ocenié jego wiarygodnosé. Bez takiej informac;i
wyniki pomiaréw nie moga byé poréwnywane ani miedzy soba, ani z warto$ciami odniesienia podawanymi
w specyfikacji lub normie. Potrzebna jest wiec wygodna w stosowaniu, zrozumiata i powszechnie akceptowana
procedura charakteryzowania jakosci wyniku pomiaru, to jest procedura wyznaczania i wyrazania jego
niepewnosci.

0.2 Pojecie niepewnosci jako pewnej liczbowo wyrazanej cechy jest stosunkowo nowe w historii pomiaréw,
cho¢ bfad i analiza bfedéw o dawna sg czescig wiedzy o pomiarach, czyli metrologii. Wiadomo powszechnie,
ze gdy obliczy sie wszystkie znane albo oczekiwane sktadowe btedu i gdy wprowadzi sie je jako odpowiednie
poprawki, to pozostaje jeszcze niepewnos¢ co do poprawnosci tak otrzymanego wyniku, to jest watpliwosci
na ile dobrze wynik pomiaru reprezentuje wartos¢ wielkosci bedgcej przedmiotem pomiaru.

0.3 Tak wtasnie, jak niemalze powszechne stosowanie Miedzynarodowego Uktadu Jednostek Miar SlI
przyniosto spojnos¢ wszystkich pomiaréw w nauce i technice, tak uzgodnienie, w skali Swiatowej, pogladéw
co do wyznaczania i wyrazania niepewnosci pomiaréw umozliwitoby petng zrozumiatos¢ i wiasciwg
interpretacje wynikow ogromnej liczby pomiarow wykonywanych w nauce, technice, handlu, przemysle
i zarzadzaniu. W erze globalnego rynku koniecznoscig jest ujednolicenie w skali miedzynarodowej metod
wyznaczania i wyrazania niepewnosci pomiaru, tak aby pomiary wykonywane w réznych krajach mozna byto
tatwo poréwnywac.

0.4 Idealna metoda wyznaczania i wyrazania niepewnosci wyniku pomiaru powinna by¢:

— uniwersalna: powinna by¢ stosowalna do wszystkich rodzajow pomiaréw i do wszystkich typow danych
wejsciowych uzywanych w pomiarach.

Wielkos¢ zastosowana do wyrazania niepewnosci powinna byc:

— wewneftrznie spdjna: powinna byé bezposrednio wyznaczalna z elementéw na nig sie sktadajgcych, jak
réwniez niezalezna od sposobu pogrupowania tych elementéw i dalszego ich rozlozenia na elementy
prostsze,

— przechodnia: wyznaczona niepewnos¢ wyniku pomiaru powinna byé mozliwa do bezposredniego
zastosowania jako sktadowa przy wyznaczaniu niepewnosci innego pomiaru, w ktorym pierwszy wynik jest
stosowany.

Dalej, w wielu zastosowaniach przemystowych i handlowych, jak réwniez w dziedzinie ochrony zdrowia
i zapewnienia bezpieczenstwa, trzeba czesto podawaé przedziat wokdét wyniku pomiaru taki, iz mozna
oczekiwac, ze obejmuje on duzg czesé rozktadu wartosci, ktére w uzasadniony sposdb mozna przypisaé
wielkosci stanowigcej przedmiot pomiaru. Idealna metoda wyznaczania i wyrazania niepewnosci pomiaru
powinna wiec umozliwiaé szybkie okreslanie tego przedzialu, a w szczegdlnosci przedziatu
z prawdopodobienstwem rozszerzenia, czyli poziomem ufnosci, realistycznie odpowiadajgcym wymaganemu.

0.5 Koncepcja podejscia, stanowigcego podstawe tego dokumentu, przedstawiona jest przez Zalecenie INC-
1 (1980) [2] Grupy Roboczej ds. Okreslania Niepewnosci powotanej przez BIMP na prosbe CIPM (patrz
Przedmowa). Podejscie to, ktérego uzasadnienie przedstawiono w aneksie E, spetnia wszystkie podane wyzej
wymagania. Wymagan tych natomiast nie spetnia wiekszos¢ innych metod aktualnie stosowanych. Zalecenie
INC-1 (1980) zostato zaaprobowane i potwierdzone przez CIPM w jego wtasnych Zaleceniach: 1 (CI-1981) [3]
i 1 (CI-1986) [4]; ttumaczenia tych zalecen podano w aneksie A (patrz A.2 i A.3 odpowiednio). Poniewaz
Zalecenie INC-1 (1980) jest podstawa, na ktérej opiera sie reszta dokumentow, jego ttumaczenie podano
w 0.7, a oryginalny tekst francuski w A.1.

0.6 Zwiezle podsumowanie procedury wyznaczania i wyrazania niepewnosci pomiaru opisanej w tym
dokumencie podano w rozdziale 8, a kilka przyktadéw przedstawiono szczegétowo w aneksie H. Pozostate
aneksy sg poswiecone: ogdélnym terminom metrologicznym (aneks B); podstawowym terminom i pojeciom
statystycznym (aneks C); wartosci "prawdziwej", btedowi i niepewnosci (aneks D); praktycznym wskazéwkom
dotyczacym wyznaczania sktadowych niepewnosci (aneks F); stopniom swobody i poziomom ufno$ci (aneks
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G). Aneks J jest wykazem podstawowym symboli matematycznych stosowanych w dokumencie. Wykaz
literatury zawarty jest w Bibliografii. Alfabetyczny skorowidz kornczy dokument.

0.7 Zalecenie INC-1 (1980) Wyrazanie niepewnosci eksperymentalnych

1) Niepewnosé wyniku pomiaru ogdlnie skfada sie z szeregu sktadowych, ktére mozna zgrupowac
w dwie kategorie, zgodnie ze sposobem oszacowania ich wartosci liczbowych:

A. takie, ktére zostaty wyznaczone metodami statystycznymi;
B. takie, ktore zostaty wyznaczone innymi metodami.

Nie zawsze zachodzi prosta odpowiednio$¢ pomiedzy klasyfikacjg na kategorie A i B, a wczesniej
stosowang klasyfikacjg na niepewnosci "przypadkowe" i niepewnosci "systematyczne". Termin
"niepewnos¢ systematyczna" moze by¢ mylgcy i nalezy go unikac.

Szczegotowe przedstawienie niepewnosci powinno obejmowac petng liste sktadowych, z okreslong
metodg uzytg do wyznaczenia wartosci liczbowej kazdej z nich.

2) Sktadowe kategorii A sg charakteryzowane przez oszacowane wariancje Si2 (lub oszacowane

"odchylenia standardowe" s,) i liczby stopni swobody v; Jesli jest to wskazane, powinny by¢ podane
kowariancje.

3) Sktadowe kategorii B powinny by¢ charakteryzowane przez wielkosci ujz, ktére mozna rozpatrywac
jako przyblizone wartosci odpowiednich warianciji, ktorych istnienie zaktada sie. Wielkosci uj2 mozna

traktowaé jak wariancje, a wielkosci u; jak odchylenia standardowe. Jezeli jest to wskazane,
w podobny sposéb powinny by¢ traktowane kowariancje.

4) Niepewnos¢ ztozona powinna by¢ charakteryzowana przez warto$¢ liczbowg otrzymang przez
zastosowanie zwyktej metody sktadania wariancji. Niepewnos¢ ztozona i jej sktadowe powinny byc¢
wyrazane w formie "odchylen standardowych".

5) Jezeli w pewnych zastosowaniach trzeba pomnozyé niepewnos¢ ztozong przez pewien wspoétczynnik,
aby otrzymac niepewnosc¢ catkowita, to nalezy zawsze podawaé wartos¢ tego wspotczynnika.
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Opracowanie danych pomiarowych — Przewodnik wyrazania
niepewnosci pomiaru

1 Zakres

11 Przewodnik przedstawia ogdlne reguty wyznaczania i wyrazania niepewnosci pomiaru, ktére mogg
znalez¢ zastosowanie w pomiarach o dowolnej dokfadnosci i we wszystkich dziedzinach — od pomiaréw
handlowych do pomiaréw naukowych. Dlatego zasady przedstawione w Przewodniku sg przeznaczone do
stosowania w szerokim zakresie, a w szczegdlnosci odnoszg sie do pomiaréw realizowanych przy:

— utrzymywaniu kontroli jakosci i zapewnianiu jakosci w produkciji,
— wprowadzaniu i przestrzeganiu zarzgdzen i przepiséw,
— prowadzeniu badan podstawowych i wdrozeniowych oraz wykorzystywaniu ich wynikdw w nauce i technice,

— kalibracji wzorcow i przyrzadow oraz wykonywaniu badan w zakresie krajowego systemu miar,
prowadzgcych do poprawy jego powigzania z wzorcami panstwowymi,

— rozwijaniu, utrzymywaniu i poréwnywaniu wzorcéw miedzynarodowych i panstwowych, z materiatami
odniesienia wigcznie.

1.2 Przewodnik zajmuje sie przede wszystkim wyrazaniem niepewnosci pomiaru dobrze okreslonej wielkosci
fizycznej stanowiacej menzurand, ktéry moze by¢ scharakteryzowany zasadniczo przez pojedynczg warto$c.
Jesli rozpatrywane zjawisko moze by¢ opisane tylko przez pewien rozktad wartosci lub jest zalezne od jednego
lub wiecej parametrow, takich jak czas, wtedy menzurandy niezbedne do jego opisu sg zbiorem wielkosci
opisujgcych ten rozktad lub te zaleznosc¢.

1.3 Przewodnik moze by¢ zastosowany takze przy wyznaczaniu i wyrazaniu niepewno$ci zwigzanych
z planowaniem koncepcyjnym i analizg teoretyczng eksperymentéw, metodami oraz ztozonymi systemami
pomiarowymi. Poniewaz wynik pomiaru i jego niepewno$¢é mogg mie¢ charakter tylko poje¢ koncepcyjnych
i moga by¢ w catosci oparte na danych hipotetycznych, termin "wynik pomiaru" uzywany w Przewodniku nalezy
rozumie¢ w tym szerszym kontekscie.

1.4 Przewodnik podaje ogdlne zasady wyznaczania i wyrazania niepewnosci pomiaru niz szczegotowe
instrukcje, specyficzne dla danej dziedziny technicznej. Dalej, nie dyskutuje sie w nim w jaki sposdb
niepewnos¢ pewnego wyniku pomiaru raz wyznaczona moze by¢ wykorzystana do innych celdéw, jak na
przyktad, do rozwazania zgodnosci tego wyniku z innymi podobnymi wynikami, czy do ustalania granic
tolerancji w procesie produkcyjnym, czy do podjecia decyzji, ze pewne dziatania mogg by¢ realizowane
bezpiecznie. Moze zatem okazac¢ sie konieczne opracowanie szczegotowych norm opartych na Przewodniku,
ktére dotyczylyby specyficznych dziedzin pomiarowych oraz réznorodnego zastosowania ilosciowych miar
niepewnosci.* Normy te moga by¢ uproszczonymi wersjami Przewodnika, ale powinny zawiera¢ szczegétowe
rozwigzania, adekwatne do poziomu doktadnosci i ztozonosci pomiaréw, ktérych dotycza.

UWAGA Moga zdarzy¢ sie sytuacje, w ktorych pojecie niepewnosci pomiaru wydaje sie nie by¢ w petni stosowalne,
na przyktad gdy okreslona jest precyzja metody badawczej (patrz [5] jako przyktad).

* Przypis do wersji 2008:

Od czasu pierwszego wydania Przewodnika opublikowano wiele pochodnych dokumentéw ogélnych i szczegotowych.
Wybrang liste tych dokumentéw mozna znalez¢ na stronie
http://www.bipm.org/en/committees/jc/jcgm/wg1_bibliography.html.
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2 Definicje
2.1 Ogolne terminy metrologiczne

Definicje ogdélnych termindw metrologicznych stosowanych w Przewodniku, takich jak "wielko$¢ mierzalna”,
"menzurand” i "blgd pomiaru" podano w aneksie B. Definicje te zaczerpnieto z Miedzynarodowego stownika
podstawowych i ogélnych terminéw metrologii (akronim VIM)* [6]. Ponadto w aneksie C podano definicje
niektérych podstawowych termindw statystycznych zaczerpnietych z Normy ISO 3534-1 [7]. Termin
metrologiczny lub statystyczny (lub termin Scisle z nimi zwigzany) po raz pierwszy uzyty w tekscie, poczynajgc
od rozdziatu 3, drukowany jest czcionkg pogrubiong, a w nawiasie podawany jest numer podrozdziatu
zawierajgcego jego definicje.

Z powodu szczegdlnego znaczenia w Przewodniku, definicja terminu "niepewnos$¢ pomiaru” jest podana
zarowno w aneksie B jak i w 2.2.3. Definicje najwazniejszych terminéw specyficznych dla Przewodnika sa
podane w 2.3.1 do 2.3.6. W podrozdziatach tych oraz w aneksach B i C stowa w nazwach pewnych poje¢
objete nawiasami mozna pomijac, jezeli ich pominiecie nie spowoduje pomyiki.

s ryy

2.2 Termin "niepewnosé
Pojecie niepewnosci jest dyskutowane dalej w punkcie 3 i aneksie D.

2.2.1 Stowo "niepewnosé" oznacza watpliwosé i stad w szerokim znaczeniu "niepewnosé pomiaru” oznacza
watpliwos¢ co do wartosci wyniku pomiaru. Z powodu braku réznych stéw na oznaczenie pojecia ogdlnego
niepewnosci i specyficznych wielkosci bedacych miarami ilosciowymi tego pojecia, na przyktad odchylenia
standardowego, koniecznym jest uzywanie stowa "niepewnosc¢" w tych dwoch réznych znaczeniach.

2.2.2 W Przewodniku stowo "niepewnos¢" bez dodatkowych przymiotnikow odnosi sie zaréwno do pojecia
0golnego niepewnosci, jak i do niektdrych, czy tez wszystkich miar ilosciowych tego pojecia. Gdy mowa jest
0 pewnej specyficznej mierze, uzyte sg odpowiednie przymiotniki.

2.2.3 Definicja formalna terminu "niepewnos¢ pomiaru”, przyjeta i stosowana w Przewodniku, zamieszczona
w stowniku terminologicznym (VIM pozycja 3.9), jest nastepujaca:

niepewnos¢ (pomiaru)
parametr, zwigzany z wynikiem pomiaru, charakteryzujgcy rozrzut wartosci, ktére mozna w uzasadniony
sposob przypisa¢ menzurandowi.

UWAGA 1  Takim parametrem moze by¢ na przyktad odchylenie standardowe (lub jego wielokrotnosc¢), albo potowa
szerokosci przedziatu majgcego ustalony poziom ufnosci.

UWAGA 2  Niepewnos¢ pomiaru zawiera na ogoét wiele sktadowych. Niektdre z nich mozna wyznaczy¢ na podstawie
rozkladu statystycznego wynikéw szeregu pomiarédw i mozna je scharakteryzowa¢ odchyleniem standardowym
eksperymentalnym. Inne sktadowe, ktére mogg by¢ rowniez charakteryzowane odchyleniami standardowymi, wyznacza
sie na podstawie rozktadéw prawdopodobienstwa opartych na doswiadczeniu lub na innych informacjach.

UWAGA 3 Przyjmuje sie, ze wynik pomiaru stanowi najlepsze oszacowanie wartosci menzurandu i ze wszystkie
skltadowe niepewnosci, wtacznie z tymi, ktére pochodzg od oddziatywan systematycznych, jak na przyktad sktadowe
zwigzane z poprawkami lub z wzorcami odniesienia, wnoszg swdj udziat do rozrzutu.

2.2.4 Definicja niepewnosci pomiaru, majgca charakter operacyjny, podana w 2.2.3 dotyczy wyniku pomiaru
i oceny jego niepewnosci. Jednakze, nie jest ona niespdjna z innymi koncepcjami niepewnosci pomiaru takimi
jak:

— miara mozliwego btedu oszacowanej wartosci menzurandu otrzymanej jako wynik z pomiaru,

— estymata charakteryzujgca zakres wartosci, w ktérym lezy wartos¢ prawdziwa menzurandu.

* Przypis do wersji 2008:

Trzecie wydanie stownika zostato opublikowane w 2008 roku pod tytutem JCGM 200:2008 Miedzynarodowy stownik
metrologii — Pojecia podstawowe i ogéine oraz terminy z nim zwigzane (VIM).
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Chociaz te dwie tradycyjne koncepcje sg wazne jako idee, to odnoszg sie do nieznanych wielkosci, takich jak
"btad" wyniku pomiaru i "warto$¢ prawdziwa" menzurandu (w przeciwienstwie do jego warto$ci oszacowanej).
Jednakze, niezaleznie od przyjetej koncepcji niepewnosci, sktadowa niepewnosci jest zawsze wyznaczana
w oparciu o te same dane i na podstawie odpowiedniej informac;ji (patrz takze E.5).

2.3 Terminy specyficzne dla Przewodnika

Terminy specyficzne dla Przewodnika sg definiowane w tekscie tam, gdzie po raz pierwszy sg uzyte. Jednakze
definicje najwazniejszych z tych termindéw zestawione sg ponizej.

UWAGA Dalsze rozwazania odnoszgce sie do tych termindw mozna znalezé: dla terminu 2.3.2 patrz 3.3.3 i 4.2; dla
terminu 2.3.3 patrz 3.3.3 i 4.3; dla terminu 2.3.4 patrz rozdziat 5 i réwnania (10) i (13); dla terminu 2.3.5 oraz 2.3.6 patrz
rozdziat 6.

231
niepewnos¢ standardowa
niepewnos$¢ wyniku pomiaru wyrazona w formie odchylenia standardowego

23.2
metoda typu A wyznaczania niepewnosci
metoda wyznaczania niepewnosci realizowana drogg analizy statystycznej serii obserwacji

233
metoda typu B wyznaczania niepewnosci
metoda wyznaczania niepewnosci realizowana innymi sposobami niz analiza serii obserwacji

234

niepewnos¢ standardowa ztozona

niepewnos¢ standardowa wyniku pomiaru okre$lana, gdy wynik ten jest otrzymywany z wartosci pewnej liczby
innych wielkosci, rowna pierwiastkowi kwadratowemu z sumy wyrazéw, bedacych wariancjami lub
kowariancjami tych innych wielkosci z wagami zaleznymi od tego, jak wynik pomiaru zmienia sie wraz ze
zmianami tych wielkosci

2.3.5

niepewnos¢ rozszerzona

wielkos¢ definiujgca przedziat wokét wyniku pomiaru, od ktérego oczekuje sie, ze obejmie on duzg czes¢
rozktadu warto$ci, ktére w uzasadniony sposéb mozna przypisa¢é menzurandowi.

UWAGA 1 Utamek wyznaczajgcy powyzszg cze$¢ rozktadu mozna traktowac jak prawdopodobienstwo rozszerzenia lub
poziom ufnosci tego przedziatu.

UWAGA 2 Aby z przedziatem wyznaczonym przez niepewnosc¢ rozszerzong powigzac¢ pewien poziom ufnosci, trzeba
jawnie lub domyslnie zatozy¢ rozktad prawdopodobienstwa okreslany przez wynik pomiaru i jego niepewnos¢ standardowg
ztozong. Poziom ufnosci przypisany do tego przedziatu moze byé wyznaczony tylko do takiego stopnia, do jakiego te
zatozenia sg uzasadnione.

UWAGA 3 Niepewnosé rozszerzona jest nazywana niepewnoscig catkowitg w paragrafie 5 Zalecenia INC-1 (1980).

2.3.6

wspotczynnik rozszerzenia

wspotczynnik liczbowy zastosowany jako mnoznik niepewnosci standardowej zfozonej w celu otrzymania
niepewnosci rozszerzone;j.

UWAGA Wspodtczynnik rozszerzenia k przyjmuje zazwyczaj wartosci z zakresu od 2 do 3.
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3 Pojecia podstawowe

Dodatkowe rozwazania dotyczace poje¢ podstawowych znajdujg sie w aneksie D, ktéry koncentruje sie na
koncepcji zwigzanej z pojeciami wartosci "prawdziwej", btedu i niepewnosci. W aneksie E omdwiono
motywacje i podstawy statystyczne dotyczgce Zalecenia INC-1 (1980), na ktérych opiera sie Przewodnik.
Aneks J jest wykazem podstawowych symboli matematycznych zastosowanych w Przewodniku.

3.1 Pomiar

3.1.1 Celem pomiaru (B.2.5) jest okreslenie wartosci (B.2.2) menzurandu (B.2.9), to jest wartosci
wielkosci okreslonej (B.2.1, uwaga 1) poddanej pomiarowi. Pomiar wiec zaczyna sie okresleniem
menzurandu, metody pomiarowej (B.2.7) i procedury pomiarowej (B.2.8).

UWAGA Termin "wartos¢ prawdziwa" (patrz aneks D) nie jest stosowany w Przewodniku z powoddw podanych w D.3.5.
Terminy "warto$¢ menzurandu" (lub wielkosci) i "wartosé prawdziwa menzurandu" (lub wielkosci) sg traktowane jako
rébwnowazne.

3.1.2 Zwykle wynik pomiaru (B.2.11) jest tylko przyblizeniem lub estymatg (C.2.26) warto$ci menzurandu
i dlatego wynik pomiaru jest petny tylko wtedy, gdy jest podany wraz z niepewnoscia (B.2.18) tej estymaty.

3.1.3 W praktyce wymagana specyfikacja lub definicja menzurandu zalezg od wymaganej doktadnosci
pomiaru (B.2.14). Menzurand powinien by¢ zdefiniowany wystarczajgco kompletnie w stosunku do
wymaganej doktadnosci, tak aby dla wszystkich faktycznych celéw zwigzanych z pomiarem jego wartos¢ byta
jedyng. W tym wiasnie sensie wyrazenie "warto$§¢ menzurandu" stosowane jest w Przewodniku.

PRZYKLAD  Gdy dlugosc¢ preta stalowego o nominalnej wartosci jednego metra ma by¢ wyznaczona z dokfadnoscig do
mikrometra, to w jego specyfikacji powinna by¢ podana temperatura i cisnienie, dla ktérych ta dtugosé jest okreslona.
Zatem menzurand powinien by¢ okreslony na przyktad jako dtugos¢ preta w temperaturze 25,00 °C* i pod ci$nieniem
101 325 Pa (plus jakiekolwiek parametry, ktére wydajg sie by¢ niezbedne, takie jak np. sposéb umocowania preta).
Jednakze, jezeli dtugos¢ ma by¢ wyznaczona z doktadnoscig tylko do milimetra, jej specyfikacja nie wymaga podawania
temperatury czy cisnienia, czy tez wartosci innych parametrow.

UWAGA Niepetna definicja menzurandu moze powodowac sktadowg niepewnosci na tyle duza, ze nalezy jg uwzglednia¢
przy wyznaczaniu niepewnosci wyniku pomiaru (patrz D.1.1, D.3.4 i D.6.2).

3.1.4 W wielu przypadkach wynik pomiaru jest okreslany na podstawie serii obserwacji otrzymanych
w warunkach powtarzalnosci (B.2.15, uwaga 1).

3.1.5 Przyjmuje sie, ze zmiany wynikdw powtarzanych obserwacji powstajg, poniewaz wielkosci
wptywajace (B.2.10), ktére mogg mieé¢ wptyw na wynik pomiaru, nie majg niezmiennych wartosci w czasie
dokonywania obserwacji.

3.1.6 Model matematyczny procedury pomiarowej, ktory przeksztatca zbior powtérzonych obserwacji w wynik
pomiaru ma szczegdlne znaczenie, poniewaz zwykle, oprocz wynikdw obserwacji zawiera takze rozne
wielkosci wptywajace, ktére nie sg doktadnie znane. Ten brak informacji wraz ze zmiennoscig powtarzanych
obserwacji i niepewnoscig zwigzang z modelem matematycznym jako takim wptywa na niepewnos$¢ pomiaru.

3.1.7 Przewodnik traktuje menzurand jako skalar (pojedynczg wielko$¢). Rozszerzenie rozwazan na zbior
powigzanych menzurandow, okres$lanych réwnoczesnie w tym samym pomiarze, wymaga zastgpienia
skalarnego menzurandu i jego wariancji (C.2.11, C.2.20, C.3.2) menzurandem wektorowym i macierza
kowariancji (C.3.5). Takie postepowanie jest rozwazane w Przewodniku tylko w przykfadach (patrz H.2, H.3
i H.4).

* Przypis do wersji 2008:

Zgodnie z rezolucjg nr 10 z 22. CGPM (2003) ,.... symbolem znaku dziesietnego jest albo punkt na linii, albo przecinek na
linii ...”. JCGM postanowit przyjg¢ w swoich dokumentach w jezyku angielskim punkt na linii. Jednak w tym dokumencie
przecinek dziesietny zostat zachowany dla spojnosci z wersjg drukowang z 1995 roku.
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3.2 Btedy, oddzialywania i poprawki

3.21 Zwykle pomiar zawiera wiele niedoskonato$ci, ktére przyczyniajg sie do powstania btedu (B.2.19)
wyniku pomiaru. Tradycyjnie przyjmuje sig, ze btad ma dwie sktadowe, mianowicie sktadowg przypadkowa
(B.2.21) i sktadowa systematyczna (B.2.22).

UWAGA Btad jest pojeciem idealizowanym i btedy nie moga by¢ znane doktadnie.

3.2.2 Btad przypadkowy przypuszczalnie wynika z nieprzewidywalnych (stochastycznych) czasowych
i przestrzennych zmian wielkosci wptywajgcych. Czynniki wywotujgce takie zmiany, nazywane dalej
oddziatywaniami przypadkowymi, powodujg zmiany w wynikach powtarzanych obserwacji menzurandu.
Chociaz btad przypadkowy wyniku pomiaru nie moze by¢ skompensowany, to moze zazwyczaj byc¢
zmniejszony przez zwiekszenie liczby obserwacji, a jego wartos$¢ oczekiwana (C.2.9, C.3.1) wynosi zero.

UWAGA 1 Odchylenie standardowe eksperymentalne $redniej arytmetycznej serii obserwacji (patrz 4.2.3) nie jest btedem
przypadkowym sredniej, chociaz tak jest to przedstawione w niektérych publikacjach dotyczgcych niepewnosci. Jest ono
natomiast miarg niepewnosci $redniej arytmetycznej powodowanej wptywami czynnikéw przypadkowych. Dokfadna
wartos$¢ btedu sredniej arytmetycznej wywotanego tymi czynnikami pozostaje nieznana.

UWAGA 2 W Przewodniku przywigzuje sie duzg wage do rozréznienia pomiedzy terminami "btgd" i "niepewnosé”. Nie sg
one synonimami, ale reprezentujg catkiem rézne pojecia. Nie powinny by¢ zatem mieszane z sobg i niewtasciwie uzywane.

3.2.3 Btad systematyczny, podobnie jak btad przypadkowy, nie moze byé catkowicie wyeliminowany, ale
czesto moze by¢ zredukowany. Jezeli btad systematyczny powstaje wskutek rozpoznanego dziatania
wielko$ci wptywajacej na wynik pomiaru, dalej bedzie ono nazywane oddziatywaniem systematycznym, to
wynik tego oddziatywania moze by¢ okreslony ilosciowo. Jesli jest on znaczny w poréwnaniu z wymagang
doktadnoscig pomiaru, to aby jego wptyw skompensowaé, wprowadza sie addytywnie poprawke (B.2.23) lub
multiplikatywnie wspoétczynnik poprawkowy (B.2.24). Zaktada sie, ze po wprowadzeniu poprawki warto$¢
oczekiwana btedu wynikajgcego z oddziatywania systematycznego wynosi zero.

UWAGA Niepewnos¢ poprawki kompensujacej wptyw oddziatywania systematycznego na wynik pomiaru nie jest, jak
niekiedy sie to przedstawia, btedem systematycznym, nazywanym czesto obcigzeniem, wyniku pomiaru wywotanym tym
oddziatywaniem. Jest ona natomiast miarg niepewnosci wyniku z powodu niepetnej wiedzy o wartosci jakg powinna mie¢
poprawka. Btad wynikajacy z niedoskonatej kompensacji oddziatywania systematycznego nie moze by¢ znany dokfadnie.
Terminy "btad" i "niepewnos¢" powinny by¢ wiasciwie stosowane i nalezy uwazac¢, aby odrézniac je od siebie.

3.2.4 Zaktada sig, ze wynik pomiaru zostat skorygowany dla wszystkich rozpoznanych istotnych oddziatywan
systematycznych i dotozono wszelkich staran, aby takie oddziatywania rozpoznac.

PRZYKLAD Przy pomiarze napiecia na wysokoimpedancyjnym oporniku uwzglednia sie poprawke w celu zmniejszenia
oddziatywania systematycznego, bedgcego wynikiem wptywu obcigzenia opornika skonczong impedancjg zastosowanego
woltomierza. Jednakze wartosci impedancji woltomierza i opornika, uzyte do oszacowania wartosci poprawki, zostaty
wyznaczone na drodze innych pomiaréw i same sg obarczone niepewnosciami. Niepewnos$ci tych uzywa sie do
wyznaczenia sktadowej niepewnosci pomiaru napiecia pochodzgcej z poprawki, a tym samym z oddziatywania
systematycznego wynikajacego ze skoniczonej impedancji woltomierza.

UWAGA 1 Czesto przyrzady i systemy pomiarowe, w celu wyeliminowania oddziatywan systematycznych, sg
adjustowane lub wzorcowane przy uzyciu wzorcéw i materiatéw odniesienia. Jednakze woéwczas nalezy bra¢ pod uwage
niepewnosci zwigzane z tymi wzorcami i materiatami.

UWAGA 2  Przypadek, w ktérym nie uwzgledniono poprawki od znanego oddziatywania systematycznego, jest
dyskutowany w uwadze do 6.3.1 iw F.2.4.5.

3.3 Niepewnosé

3.3.1 Niepewnos$¢ wyniku pomiaru przedstawia brak Scistej wiedzy dotyczgcej wartosci menzurandu (patrz
2.2). Wynik pomiaru po korekcji rozpoznanych oddziatywan systematycznych pozostaje wcigz tylko estymatag
wartosci menzurandu, z powodu niepewnos$ci wynikajgcej z oddziatywan przypadkowych i z niedoskonatej
korekcji oddziatywan systematycznych.

UWAGA Wynik pomiaru (po korekcji) moze by¢ w nieznanym stopniu bardzo bliski wartosci menzurandu (i stad mie¢
zaniedbywalny bfgd) nawet, gdy ma duzg niepewnos¢. Tak wiec niepewnos$¢ wyniku pomiaru nie powinna by¢ mylona
z pozostatym nieznanym btedem.
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3.3.2 W praktyce istnieje wiele mozliwych zrédet niepewnosci pomiaru:
a) niepetna definicja menzurandu,
b) niedoskonata realizacja definicji menzurandu,

c) niereprezentatywne probkowanie — probka mierzona moze nie reprezentowaé zdefiniowanego
menzurandu,

d) niepetna znajomo$¢ warunkéw srodowiskowych lub niedoskonaty ich pomiar,
e) subiektywne btedy w odczytywaniu wskazan przyrzgdéw analogowych,

f) skonczona rozdzielczos¢ albo prég pobudliwosci przyrzadu,

g) niedoktadne wartosci przypisane wzorcom i materiatom odniesienia,

h) niedoktadne wartosci statych i innych parametréw otrzymywanych ze zrédet zewnetrznych do pomiaru,
a uzywanych w procedurach przetwarzania danych,

i) przyblizenia i zatozenia upraszczajgce tkwigce w metodzie i procedurze pomiarowe;j,

j) zmiany w powtarzanych obserwacjach menzurandu w pozornie identycznych warunkach.

Wymienione przyczyny nie muszg by¢ od siebie niezalezne, niektdre z przyczyn od a) do i) mogg sktadac sie
na przyczyny typu j). Oczywiscie, nierozpoznane oddziatywanie systematyczne nie moze by¢ wziete pod
uwage przy wyznaczaniu niepewnosci wyniku pomiaru, ale wchodzi w skfad jego btedu.

3.3.3 Zalecenie INC-1 (1980) Grupy Roboczej ds. Okreslania Niepewnosci klasyfikuje skladowe niepewnosci
na dwie kategorie w zaleznosci od metody ich wyznaczania "A" i "B" (patrz 0.7, 2.3.2 i 2.3.3). Kategorie te
odnoszg sie do niepewno$ci i nie sg czyms$ zastepczym dla stéw "przypadkowy" i "systematyczny".
Niepewnos¢ poprawki od znanego oddziatywania systematycznego moze by¢ w niektérych przypadkach
wyznaczona metodg typu A, a w niektérych metodg typu B. To samo moze dotyczy¢ niepewnosci
charakteryzujgcej oddziatywania przypadkowe.

UWAGA W niektérych publikacjach skladowe niepewnosci sg klasyfikowane na "przypadkowe" i "systematyczne" i sg
wigzane z btedami wynikajacymi z oddziatywan przypadkowych i oddziatywan systematycznych, odpowiednio. Taka
klasyfikacja sktadowych niepewnosci moze by¢ dwuznaczna, gdy stosuje sie jg jako ogding. Przykladowo, sktadowa
"przypadkowa" niepewnosci w jednym pomiarze moze sta¢ sie sktadowa "systematyczng" niepewnosci w innym pomiarze,
w ktorym wynik pierwszego pomiaru jest zastosowany jako dane wejsciowe. Klasyfikujgc raczej metody wyznaczania
sktadowych niepewnos$ci niz same sktadowe unika sie tej dwuznaczno$ci. Réwnocze$nie jednak nie wyklucza to
grupowania poszczegolnych sktadowych, wyznaczonych réznymi metodami, w grupy, odpowiednio do okreslonego celu
(patrz 3.4.3).

3.3.4 Celem klasyfikacji metod na typ A i typ B jest wskazanie dwdch réznych sposobéw wyznaczania
sktadowych niepewno$ci i utatwienie rozwazan. Celem klasyfikacji nie jest wskazywanie réznic w naturze
sktadowych wyznaczanych réznymi metodami. Oba typy wyznaczania sg oparte na rozkladach
prawdopodobienstwa (C.2.3), a sktadowe niepewnosci wyznaczania zaréwno jedng jak i drugg metodg sg
okreslane w kategoriach wariancji lub odchylen standardowych.

3.3.5 Oszacowana wariancja u? charakteryzujgca sktadowg niepewnosci, otrzymana metodg typu A, jest
obliczana z serii powtdrzonych obserwacji i jest znang statystycznie oszacowang wariancjg 52 (patrz 4.2.).
Oszacowane odchylenie standardowe , czyli dodatni pierwiastek kwadratowy z u?, spetnia rébwnanie u = s,
i dla wygody bywa czasami nazywane niepewnoscig standardowg typu A. Sktadowa niepewnosci otrzymana
metodg typu B, oszacowana wariancja u? jest wyznaczana na podstawie dostepnej wiedzy (patrz 4.3),
a oszacowane odchylenie standardowe u jest czasami nazywane niepewnoscig standardowg typu B.

Tak wiec niepewnosc¢ standardowa typu A jest wyznaczana z funkcji gestosci prawdopodobienstwa (C.2.5)
otrzymanej z obserwowanego rozktadu czestosci (C.2.18), podczas gdy niepewnos¢ standardowa typu B
jest wyznaczana na podstawie zatozonej funkcji gestosci prawdopodobienstwa opartej na stopniu wiary w to,
ze zajdzie dane zdarzenie [czesto nazywanego prawdopodobieinstwem subiektywnym (C.2.1.)]. Te dwa
podejscia korzystajg z uznanych interpretacji prawdopodobienstwa.

UWAGA Wyznaczanie sktadowej niepewnosci metodg typu B jest czesto oparte na zbiorze stosunkowo wiarygodnych
informaciji (patrz 4.3.1).
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3.3.6 Niepewnos¢ standardowa wyniku pomiaru, gdy wynik ten jest otrzymany z wartosci innych wielkosci,
jest nazywana niepewnoscig standardowg ztozong i oznaczana przez u.. Jest ona estymatg odchylenia

standardowego zwigzanego z wynikiem i rowna jest dodatniemu pierwiastkowi kwadratowemu z warianc;ji
ztozonej, otrzymanej ze wszystkich sktadowych wariancji i kowariancji (C.3.4), obliczonych dowolng metoda,
zgodnie z zasadg nazywang w Przewodniku: prawem propagacji niepewnosci (patrz rozdziat 5).

3.3.7 Aby sprostac potrzebom pewnych zastosowan przemystowych i handlowych, jak réwniez wymaganiom
w dziedzinie ochrony zdrowia i zapewnienia bezpieczenstwa, tworzy sie niepewnos$é rozszerzong U poprzez
pomnozenie niepewnosci standardowej ztozonej u, przez wspofczynnik rozszerzenia k. Niepewnosé

rozszerzong U wprowadza sie po to, aby okresli¢ wokot wyniku pomiaru przedziat, od ktérego oczekuje sie,
ze obejmie duzg czes$¢ rozktadu wartosci, ktére mozna w uzasadniony sposéb przypisa¢ menzurandowi.

Wybor wartosci wspoétczynnika k, zwykle zawartego w zakresie od 2 do 3, jest zalezny od prawdopodobienstwa
rozszerzenia lub wymaganego poziomu ufnosci przedziatu (patrz rozdziat 6).

UWAGA Wspdtczynnik rozszerzenia k jest zawsze ustalany tak, ze mozna z powrotem wyznaczy¢ niepewnos$é
standardowg zmierzonej wielkosci w celu wykorzystania jej do obliczania niepewnosci standardowej ztozonej wynikéw
innych pomiaréw, ktére zalezg od tej wielkosci.

3.4 Rozwazania praktyczne

3.4.1 Jezeli zmieniajg sie wszystkie wielkosci, od ktérych zalezy wynik pomiaru, jego niepewno$¢é moze byc¢
wyznaczona metodami statystycznymi. Jednakze, z powodu ograniczen czasowych i finansowych, rzadko
kiedy jest to mozliwe w praktyce. Niepewnos¢ wyniku pomiaru wyznacza sie zwykle korzystajgc z modelu
matematycznego pomiaru i prawa propagacji niepewnosci. Pocigga to za sobg przyjete w Przewodniku
zatozenie, ze pomiar moze by¢ modelowany matematycznie w stopniu wynikajgcym z wymaganej doktadnosci
pomiaru.

3.4.2 Poniewaz model matematyczny pomiaru moze by¢ niepeiny, a wszystkie odpowiednie wielkosci
w modelu moga sie zmienia¢ w praktycznie mozliwym osiggalnym zakresie, wyznaczanie niepewnosci moze
opiera¢ sie w jak najwiekszym stopniu na danych z obserwacji. Aby otrzymaé wiarygodne oszacowania
niepewnosci, nalezy, jezeli tylko jest to mozliwe, uzywaé empirycznych modeli pomiaru opartych na
dtugoterminowych danych ilosciowych oraz stosowaé¢ wzorce kontrolne i karty kontrolne, ktére mogag
wskazywac, czy pomiar jest pod kontrolg statystyczng. Model matematyczny powinien by¢ zawsze
poprawiany, gdy zaobserwowane dane, wigczajgc w to wyniki niezaleznego wyznaczania tego samego
menzurandu, wskazujg na niekompletno§¢ modelu. Dobrze zaprojektowany eksperyment moze znacznie
utatwi¢ wiarygodne wyznaczanie niepewnosci i jest wazng czescig sztuki mierzenia.

3.4.3 W celu podjecia decyzji o poprawnosci dziatania systemu pomiarowego, poréwnuje sie czesto
eksperymentalnie obserwowang zmiennos¢ jego wartosci wyjsciowych, wyrazong przez zaobserwowane
odchylenie standardowe, z przewidywanym odchyleniem standardowym, otrzymanym przez sktadanie
réznych skladowych niepewnosci charakteryzujgcych pomiar. W takich przypadkach bierze sie pod uwage
tylko te sktadowe (bez wzgledu na to, czy sg wyznaczone metodg typu A, czy metodg typu B), ktére mogtyby
sktadac sie na eksperymentalnie obserwowang zmiennos$c¢ tych wartosci wyjsciowych.

UWAGA Taka analiza moze by¢ utatwiona przez zgromadzenie tych sktadowych, ktére powodujg te zmiennosé i tych,
ktére zmiennosci takiej nie powodujg, w dwéch osobnych odpowiednio oznaczonych grupach.

3.4.4 W niektérych przypadkach niepewno$¢ poprawki, zwigzana z oddziatywaniem systematycznym, nie
musi by¢ uwzgledniona przy wyznaczaniu niepewnosci wyniku pomiaru. Chociaz niepewnos¢ ta byta
wyznaczona, mozna jg pomingc, jezeli jej wktad do niepewnosci standardowej ztozonej wyniku pomiaru jest
nieznaczny. Jezeli wartos¢ samej poprawki jest nieznaczna wzgledem niepewnosci standardowej ztozonej,
ona takze moze by¢ pominieta.

3.4.5 W praktyce czesto sie zdarza, szczegdlnie w dziedzinie metrologii prawnej, ze urzgdzenie jest badane
poprzez poréwnanie z wzorcem pomiarowym, a niepewnosci zwigzane z wzorcem oraz z procedurg
pordwnania sg pomijalne w stosunku do wymaganej doktadnosci badania. Przyktadem moze by¢
zastosowanie zestawu dobrze wywzorcowanych odwaznikéw wzorcowych do badania doktadno$ci pomiaréw
w skali komercyjnej. W takich przypadkach, poniewaz sktadowe niepewnosci zwigzanej z wzorcem
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i porobwnywaniem sg pomijalnie mate, pomiar moze by¢ traktowany jako wyznaczanie btedu badanego
urzadzenia (Patrz takze F.2.4.2).

3.4.6 Estymata wartosci menzurandu, dana przez wynik pomiaru, moze by¢ niekiedy wyrazona przez
odniesienie do przyjetej wartosci wzorca pomiarowego, a nie w odpowiednich jednostkach Miedzynarodowego
Ukfadu Jednostek Miar SI. W takich przypadkach wartos¢ niepewnosci wyniku pomiaru moze by¢ znacznie
mniejsza niz wtedy, gdyby wynik byt wyrazony w odpowiedniej jednostce miary. (Faktycznie menzurand zostat
tu zdefiniowany jako stosunek wartosci wielkosci do przyjetej wartosci wzorca).

PRZYKLAD Wysokiej jakosci wzorzec napiecia Zenera jest wzorcowany przez poréwnanie z wzorcem odniesienia
wykorzystujgcym zjawisko Josephsona, opartym na wartosci poprawnej statej Josephsona, zalecanej do

miedzynarodowego stosowania przez CIPM. Wzgledna niepewnos$¢ standardowa ztozona “c(Vs)/Vs (patrz 5.1.6)
wzorcowanego napiecia Vg wzorca Zenera wynosi 2 x 1078, gdy Vg jest podawane poprzez warto$¢ poprawng napigcia
wzorca Josephsona, ale wynosi 4 x 1077, gdy Vs jest podawane w jednostkach S| napiecia, czyli w woltach (V). Jest to
spowodowane dodatkowg niepewnoscig zwigzang z wartoscia statej Josephsona w uktadzie Sl.

3.4.7 Pomytki w zapisie i analizie danych mogg wprowadzi¢ znaczny, lecz nieznany btagd do wyniku pomiaru.
Duze pomyiki mozna zwykle zidentyfikowac¢ przez szczegdtowe przejrzenie danych. Mate pomytki mogg byc¢
maskowane przez przypadkowe zmiany lub nawet by¢ z nimi identyfikowane. Miary niepewnosci nie
uwzgledniajg tego rodzaju pomytek.

3.4.8 Chociaz Przewodnik stanowi ramy oceny niepewnosci, to nie moze zastgpi¢ krytycznego myslenia,
uczciwosci intelektualnej i zawodowych umiejetnosci. Wyznaczanie niepewnosci nie jest ani zadaniem
rutynowym, ani zadaniem czysto matematycznym. Zalezy ono od szczegoétowej wiedzy o naturze menzurandu
i pomiaru. Dlatego tez jako$¢ i uzytecznos¢ niepewnosci podawanej z wynikiem pomiaru w zasadniczy sposéb
zalezy od zrozumienia, krytycznej analizy i rzetelnos$ci tych, ktérzy uczestniczg w ocenianiu jej warto$ci.

4 Wyznaczanie niepewnosci standardowej

Dodatkowe wskazdéwki, gtéwnie natury praktycznej, co do sposobu wyznaczania sktadowych niepewnosci,
mozna znalez¢ w aneksie F.

4.1 Modelowanie pomiaru
4.1.1 W wiekszosci przypadkéw menzurand Y nie jest mierzony wprost, ale jest okreslany z N innych wielko$ci
X, X5,..., Xy za pomoca zaleznosci funkcyjnej f

Y=71(X,X,,...Xy) (1

UWAGA 1 Dla uproszczenia zapisu, w Przewodniku ten sam symbol bedzie uzywany do oznaczenia wielkosci fizycznej
(menzurandu) i zmiennej losowej (patrz 4.2.1), ktéra reprezentuje mozliwy wynik obserwacji tej wielko$ci. Gdy stwierdza
sie, ze X; ma pewien okreslony rozktad prawdopodobienstwa, symbol ten jest uzyty w znaczeniu zmiennej losowe;.

Zakfada sie, ze wielkos¢ fizyczna jako taka moze by¢ scharakteryzowana w zasadzie przez pojedynczg wartosc¢ (patrz 1.2
i3.1.3).

UWAGA 2 W seriach obserwacji, k-ta obserwowana warto$¢ X; bedzie oznaczona przez X; ;. Stad jesli R oznacza
rezystancje opornika, to k-ta zaobserwowana warto$¢ rezystanciji bedzie oznaczona przez Ry,

UWAGA 3 Estymata X; (Scisle mowigc wartosci oczekiwanej X;) bedzie oznaczana przez x;.

PRZYKLAD Jesli do zaciskow opornika o rezystancji zaleznej od temperatury, ktéry ma rezystancje Ry w okreslonej
temperaturze t; i liniowy wspotczynnik temperaturowy rezystancji ¢, przytozone jest napiecie V, to moc P (menzurand)
rozpraszana przez opornik w temperaturze ¢ zalezy od V, Ry i t zgodnie z wzorem

P=f(V,Ry,a,t) =V [{Ro[1+ a(t ~10)]}

UWAGA Inne metody pomiaru P moga byé modelowane za pomocg innych zaleznosci matematycznych.
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4.1.2 Wielkosci wejsciowe X, X,, ..., X), od ktorych zalezy wielkos¢ wyjsciowa Y mogg by¢ same
potraktowane jako menzurandy i mogg zaleze¢ od innych wielkosci, wigczajac w to poprawki i wspétczynniki
poprawkowe dla oddziatywan systematycznych, co prowadzi do skomplikowanej zalezno$ci funkcyjnej f, nie
zawsze zapisanej w sposob jawny. Dalej, funkcja f moze byé¢ okreslona eksperymentalnie (patrz 5.1.4) albo

istnie¢ tylko jako algorytm obliczenia numerycznego. Funkcja f; o ktorej mowa w Przewodniku, powinna byé¢
interpretowana w szerszym sensie, w szczegolnosci jako funkcja, ktéra zawiera wszystkie wielkosci, wigczajac
poprawki i wspotczynniki poprawkowe, ktére mogg wnosi¢ znaczgce skfadowe niepewnosci do wyniku
pomiaru.

Jezeli z danych wynika, ze funkcja f nie modeluje pomiaru w stopniu takim, jaki wynika z wymaganej
doktadnosci wyniku pomiaru, to w celu wyeliminowania tej nieadekwatnosci do funkgcji f nalezy wigczy¢
dodatkowe wielkosci wejsciowe (patrz 3.4.2). Moze to wymaga¢ wprowadzenia dodatkowych wielkoSci
wejsciowych wyrazajgcych niepetng znajomosc¢ zjawiska wptywajgcego na menzurand. W przyktadzie z 4.1.1
dodatkowe wielkosci wejsciowe mogtyby by¢ potrzebne, w celu uwzglednienia mozliwej nieliniowosci
zalezno$ci rezystancji od temperatury, spowodowanej nierébwnomiernym rozktadem temperatury w oporniku
lub w celu uwzglednienia mozliwej zaleznosci rezystancji od ci$nienia barometrycznego.

UWAGA Rownanie (1) moze by¢ tak elementarne jak w postaci: Y= X] — X5. Rdwnanie to modeluje, na przyktad,
poréwnywanie dwoéch wielkosci X tego samego rodzaju.

4.1.3 Zbior wielkosci wejsciowych X, X, ..., Xjy mozna podzieli¢ na:

— wielkosci, ktérych wartosci i niepewnosci sg bezposrednio okreslone poprzez aktualny pomiar. Te wartosci
i niepewnosci mozna otrzymac np. z pojedynczej obserwacji, powtérzonych obserwaciji lub oceny opartej
na doswiadczeniu. Mogg one pociggac za sobg okreslenie poprawek dla odczytéw przyrzadéw i poprawek
od wielkosci wptywajacych, takich jak temperatura otoczenia, ci$nienie atmosferyczne i wilgotno$¢,

— wielkosci, ktorych wartosci i niepewnosci zostaty wniesione do pomiaru z zewnetrznych zrodet, takich jak
wielkosci zwigzane z kalibrowanymi wzorcami, certyfikowanymi materiatami odniesienia i danymi
odniesienia zaczerpnietymi z podrecznikow.

4.1.4 Estymate menzurandu Y, oznaczong przez y, wyznacza sie z réwnania (1) dla estymat wejsciowych
X1, Xy, ..., Xy Wartosci N wielkosci wejsciowych X|, X, ..., X. Stad estymata wyjéciowa y, bedaca wynikiem
pomiaru, jest dana jako

Y= f (x5, Xy, Xy) )

UWAGA W niektorych przypadkach oszacowanie y mozna otrzymac ze wzoru

—_ 1= 142
y=Y==2 Y% == (X s X fsr» Xn.4)
s s

Oznacza to, ze y jest $rednig arytmetyczng (patrz 4.2.1) n niezaleznych wartosci Y; zmiennej Y, kazda warto$¢ ma taka
samg niepewnos¢ i kazda opiera sie na petnym zbiorze zaobserwowanych warto$ci N wielkosci wejsciowych X;
otrzymanych w tym samym czasie. Jezeli f jest nieliniowa funkcjg wielkosci wejsciowych X, X, ..., Xy, ten sposéb

usredniania nalezy przedktada¢ nad liczenie sredniej jako y = f()_(l,)_(z,...,)_(N) gdzie
— 1<
Xi=—> X4
=1

to $rednie arytmetyczne pojedynczych obserwacii JX; . Obydwa sposoby usredniania dajg jednakowe wyniki, jezeli f'jest
funkcja liniowg wielkosci wejsciowych X1, X, ..., X (patrz H.2 i H.4).

4.1.5 Oszacowane odchylenie standardowe zwigzane z estymatg wielkosci wyjsciowej lub wynikiem pomiaru
¥, nazywane niepewnoscig standardowg zfozong i oznaczane przez u.(y), jest okreslone na podstawie

oszacowanych odchylen standardowych estymat wielkosci wejsciowych x;, nazywanych niepewnosciami
standardowymi i oznaczanymi przez u(x,) (patrz 3.3.5 i 3.3.6).
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4.1.6 Kazda estymata wielko$ci wejSciowej x; i zwigzana z nig niepewno$¢ standardowa u(x;) sg otrzymane
na podstawie rozktadu mozliwych wartosci wielkosci wejsciowej X,. Ten rozktad prawdopodobieristwa moze

by¢ oparty na czestosci, to jest na seriach obserwacji Xi,k dla X;, albo moze to by¢ rozktad dany a priori.

Metoda typu A wyznaczania sktadowych niepewnos$ci standardowej opiera sie na rozktadach czestosci,
podczas gdy metoda typu B wyznaczania sktadowych niepewnosci opiera sie na rozktadach danych a priori.
Trzeba zauwazyé, ze w obu przypadkach rozktady sg modelami stosowanymi do oddania stanu naszej wiedzy.

4.2 Metoda typu A wyznaczania niepewnosci standardowej

4.2.1 W wiekszosci przypadkow, najlepszym osiggalnym oszacowaniem wartosci oczekiwanej i, wielkosci
g, ktéra zmienia si¢ losowo [zmienna losowa (C.2.2)] i dla ktérej dokonano n niezaleznych obserwacji g,
w warunkach powtarzalnosci pomiaru (patrz B.2.15) jest Srednia arytmetyczna, czyli wartos¢ przecietna g
(C.2.19) n obserwac;ji

_ 1
7=—>.4, (3)

Zatem dla wielkosci wej$ciowej X; oszacowanej na podstawie 7 niezaleznych powtérzonych obserwacji X,

$rednia arytmetyczna X, otrzymana z réwnania (3) jest stosowana jako estymata wielkosci wejSciowe;j x;

w réwnaniu (2), z ktérego wyznacza sie wynik pomiaru y, czyli x; = )?l. . Estymaty wielkosci wejsciowych, ktére

nie zostaty wyznaczone z powtdrzonych obserwacji, muszg by¢ wyznaczane innymi metodami, takimi jak
wymienione przy omawianiu drugiej kategorii wielkosci wejsciowych w 4.1.3.

4.2.2 Poszczegolne obserwacje g, roznig sig co do wartosci z powodu przypadkowych zmian wielkosci
wejsciowych lub oddziatywah przypadkowych (patrz 3.2.2). Wariancja eksperymentalna obserwacji,

estymujgca wariancje o’ rozktadu prawdopodobienstwa wielkosci ¢, jest dana wzorem
2 1 < 2
s (qk)=n—2[qk—q] (4)
k=1

Estymata wariancji i jej dodatni pierwiastek kwadratowy s(g,), nazywany odchyleniem standardowym
eksperymentalnym (B.2.17), charakteryzuje zmiennos¢ obserwowanych wartosci g, lub $cislej ich rozrzut
wokét sredniej g .

4.2.3 Najlepszg estymatg wariancji Sredniej arytmetycznej o’ (q)= 0'2/n jest

2
_. S
S2(q) — (qk) (5)
n
Wariancja eksperymentalna Sredniej sz(q) i odchylenie standardowe eksperymentalne sredniej s(q)
(B.2.17, uwaga 2), rowne dodatniemu pierwiastkowi kwadratowemu z sz(q), okreslajg liczbowo jak dobrze
g estymuje warto$¢ oczekiwang My zmiennej g i kazde z nich moze by¢ uzyte jako miara niepewnosci @ .
Zatem dla wielkosci wej$ciowej X,, okreslonej z n niezaleznych powtérzonych obserwacii Xi,k, niepewnos¢
standardowa u(x;) jej estymaty x; = )?i wynosi u(x;) :s()?l.), gdzie SZ()?I-) zostato obliczone zgodnie

z réwnaniem (5). Umownie uz(xi)zsz()?i) i u(x,)=s(X,) sa czasami nazywane wariancjg typu A
i niepewnoscig standardowg typu A, odpowiednio.
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UWAGA 1 Liczba obserwacji n powinna by¢ na tyle duza, aby zapewni¢ to, ze ¢ jest wiarygodnym oszacowaniem
wartosci oczekiwanej u 4 zmiennej losowej ¢ oraz to, ze 52 (q) jestwiarygodnym oszacowaniem wariancji o? (@)= az/n

(patrz uwaga w 4.3.2). Roznice pomiedzysz(q) io? (¢) powinno sie bra¢ pod uwage przy konstruowaniu przedziatéw

ufnodci (patrz 6.2.2). Gdy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej g jest rozkladem normalnym (patrz 4.3.4) réznice te
uwzglednia sie stosujgc rozktad ¢-Studenta (patrz G.3.2).

UWAGA 2 Chociaz wariancja s2 (g) jest podstawowym parametrem rozktadu, odchylenie standardowe s(g) jest
wygodniejsze w praktyce, poniewaz ma ten sam wymiar co ¢ i bardziej uchwytng warto$¢ anizeli wariancja.

4.2.4 Dla dobrze okreslonego pomiaru prowadzonego pod kontrolg statystyczng, moze by¢ znana potgczona
estymata wariancji Slf (albo potagczone odchylenie standardowe eksperymentalne sp), charakteryzujgca
pomiar. W przypadku, gdy warto§¢ menzurandu ¢ jest okreslana z n niezaleznych obserwacji, wariancje

eksperymentalng $redniej arytmetycznej g z n obserwacji lepiej jest szacowaé z wyrazenia Sg/n niz

z Sz(qk )/n i stad niepewno$c standardowa dana jest u =, /\/; (patrz takze uwaga do H.3.6).

4.2.5 Czesto estymate x; wielkosci wejsciowej X; wyznacza sie z krzywej, ktéra zostata dopasowana do

danych eksperymentalnych metodg najmniejszych kwadratéw. Oszacowane wariancje i wynikajgce z nich
odchylenia standardowe parametrow charakteryzujgcych dopasowang krzywg oraz wartosci przewidywanych
punktow na tej krzywej mozna oblicza¢ za pomocg dobrze znanych procedur statystycznych (patrz H.3
i pozycja [8] Bibliografii).

4.2.6 Gdy sporzadza sie dokumentacje wyznaczania sktadowych niepewnosci metodg typu A, nalezy zawsze
podawac liczbe stopni swobody (C.2.31) v; dla poszczegéinych u(x;) (patrz G.3), réwng n—1 w prostym

przypadku x; = )Fi i u(x,)= S()_(i) obliczanych na podstawie n niezaleznych obserwacji jak w 4.2.1 i1 4.2.3.

4.2.7 Jesli przypadkowe zmiany obserwacji wielkosci wejsciowej sg skorelowane, na przyktad w czasie,
Srednia arytmetyczna i odchylenie standardowe eksperymentalne sredniej, okreslone w 4.2.1 i 4.2.3, moga
by¢ nieodpowiednimi estymatorami (C.2.25) zgdanych statystyk (C.2.23). W takich przypadkach obserwacje
nalezy analizowa¢ metodami statystycznymi specjalnie przeznaczonymi do analizy serii skorelowanych,
losowo zmiennych obserwaciji.

UWAGA Takie specjalizowane metody sg stosowane do analizy pomiaréw wzorcow czestotliwosci. Moze sie jednak
zdarzy¢, ze przy przejsciu z pomiardw krétkoterminowych do pomiaréw dtugoterminowych innych wielkosci
metrologicznych, zatozenie o nieskorelowanych zmianach przypadkowych traci swojg moc i owe specjalizowane metody
mogg by¢ réwnie dobrze zastosowane do analizy tych pomiaréw. (Patrz, na przyktad, pozycja [9] Bibliografii, zawierajgca
szczegotowy dyskusje wariancji Allana).

4.2.8 Celem rozwazan punktéw od 4.1.2 do 4.2.7 nie bytlo wyczerpanie catosci problematyki wyznaczania
niepewnosci standardowej metodg typu A. Istnieje wiele sytuacji, czesto ztozonych, ktére mozna analizowacé
metodami statystycznymi. Przyktadem jest tu zaplanowanie procesu wzorcowania, z wykorzystaniem metody
najmniejszych kwadratow, ktérego celem jest okre$lenie niepewnosci wynikajgcych zaréwno z krotko- jak
i dlugoterminowych zmian przypadkowych uzyskanych w poréwnaniach okreslonych wzorcow materialnych
0 nieznanych parametrach, takich jak ptytki wzorcowe czy odwazniki, z wzorcami odniesienia o znanych
wartosciach. W takich stosunkowo prostych sytuacjach pomiarowych sktadowe niepewnosci mozna czesto
okresli¢c za pomocg analizy statystycznej danych, otrzymanych z planéw zlozonych z pogrupowanych
sekwencji pomiaréow wartosci menzurandu dla pewnej liczby réznych wartosci wielko$ci, od ktérych on zalezy.
Jest to tak zwana analiza wariancji (patrz H.5).

UWAGA Na nizszych poziomach fancucha wzorcowania, gdzie czesto zaktada sie, ze wzorce odniesienia sg znane
doktadnie, poniewaz byly one wzorcowane w laboratoriach za pomocg wzorcéw panstwowych lub pierwotnych,
niepewno$¢ wyniku wzorcowania moze by¢ pojedynczg niepewnos$cig standardowg typu A wyznaczang na podstawie
potgczonego odchylenia standardowego eksperymentalnego charakteryzujgcego pomiar.
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4.3 Metoda typu B wyznaczania niepewnosci standardowej

4.3.1 Dla estymaty x; wielkosci wejsciowej X,

i

nie otrzymanej z powtarzanych obserwacji, oszacowang
wariancje uz(xl.) albo niepewnos¢ standardowg u(x;) wyznacza sie na drodze analizy naukowej opartej na
wszystkich dostepnych informacjach o mozliwej zmiennos$ci X;. Zestaw tych informacji moze obejmowac:

— poprzednie dane pomiarowe,

— posiadane doswiadczenie wraz z ogdlng znajomoscig zjawisk i wtasciwosci odpowiednich materiatow
i przyrzadow,

— specyfikacje wytworcow,
— dane uzyskane z wzorcowania i certyfikacji,

— niepewnosci przypisane danym odniesienia zaczerpnietym z podrecznikow.

Umownie uz(xl.) i u(x;), wyznaczone w ten sposob, sg czasami nazywane wariancjg typu B i niepewnoscig
standardowg typu B, odpowiednio.

UWAGA Gdy x; jest otrzymane z rozktadu danego a priori, jego wariancja powinna by¢ zapisywana jako uz(Xi), ale dla
prostoty w Przewodniku stosowane sg symbole u2(x;) i u(x;).

4.3.2 Wiasciwe zastosowanie zestawu dostepnych informacji na temat wyznaczania niepewnosci
standardowej metoda typu B wymaga intuicji opartej na posiadanym doswiadczeniu i ogélnej wiedzy oraz jest
umiejetnoscig zawodowa, ktérg mozna naby¢ wraz z praktykg. Nalezy zauwazy¢, ze wyznaczanie niepewnosci
standardowej metodg typu B moze by¢ rownie wiarygodne, jak wyznaczanie metodg typu A, szczegdlnie
w takiej sytuacji, kiedy wyznaczanie metodg typu A jest oparte na stosunkowo matej liczbie niezaleznych
obserwacji.

UWAGA Jesli rozktad prawdopodobienstwa g z uwagi 1 do 4.2.3 jest normalny, to o[s(7)]/o(g), czyli stosunek
odchylenia standardowego eksperymentalnego sredniej s(g) do odchylenia standardowego o (g) , wynosi w przyblizeniu
[2(n — 1)]"V2. Przyjmujac o[s(7)] jako niepewnosé s(q), otrzymuije sie, ze dla n = 10 obserwacji wzgledna niepewnosé
s(g) wynosi 24 %, a dla n =50 wynosi 10 %. (Inne wartosci sg podane w tabeli E.1 w dodatku E).

4.3.3 Jesli estymata x; jest wzigta z dokumentacji wytworcy, swiadectwa wzorcowania, podrecznika czy
innego zrédfa i jego niepewnosc jest dana jako pewna wielokrotnos¢ odchylenia standardowego, to
niepewnos$¢ standardowa u(x;) jest ilorazem podawanej wartosci przez tg wielokrotno$¢, a oszacowana

wariancja uz(xi) jest kwadratem tego ilorazu.

PRZYKLAD Swiadectwo wzorcowania podaje, ze masa mg odwaznika o nominalnej wartosci jednego kilograma wynosi
1 000,000 325 g i ze "niepewnos¢ tej wartosci wynosi 240 g na poziomie trzech odchylen standardowych”. Niepewnos$c¢
standardowa odwaznika u(mg) wynosi (240 ng)/3 = 80 pg, odpowiada to wzglednej niepewnosci standardowej u(mg)/mg
rownej 80 x 107 (patrz 5.1.6). Oszacowana wariancja u*(mg) wynosi (80 ug)’ = 6,4 x 10~ g,

UWAGA W wielu przypadkach podawanych jest mato informacji lub nie ma ich wcale, odnosnie poszczegdinych
skladowych, z ktérych otrzymano podawang niepewnosé. Ogdlnie biorgc, nie jest to istotne przy wyrazaniu niepewnosci
zgodnie z zaleceniami Przewodnika wtedy, gdy przy obliczaniu niepewnosci standardowej ztozonej wyniku pomiaru
wszystkie niepewnosci standardowe sg traktowane w ten sam sposéb (patrz rozdziat 5).

4.3.4 Podawana niepewnosc x; niekoniecznie musi by¢ dana jako wielokrotno$¢ odchylenia standardowego,
tak jak w 4.3.3. Zamiast tego, moze by¢ ona podana jako przedziat majgcy 90, 95, czy 99 procentowy poziom
ufnosci (patrz 6.2.2). O ile nie jest powiedziane inaczej, mozna zatozy¢, ze do obliczenia podanej niepewnosci
zastosowano rozktad normalny (C.2.14) i mozna wyznaczy¢ niepewnos¢ standardowg dla x; poprzez
podzielenie podawanej niepewnosci przez odpowiedni wspétczynnik wynikajacy z rozkfadu normalnego.
Wspotczynniki odpowiadajgce podanym wyzej trzem poziomom ufnosci majg wartosci odpowiednio 1,64; 1,96
i 2,58 (patrz takze tabela G.1 w aneksie G).
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UWAGA Moze zdarzy¢ sie, ze nie ma potrzeby przyjmowania takiego zatozenia, jezeli niepewno$¢ zostata podana
zgodnie z zaleceniami Przewodnika dotyczgcymi wyrazania niepewnosci, ktére kladg nacisk na podawanie wartosci
przyjetego wspotczynnika rozszerzenia (patrz 7.2.3).

PRZYKLAD Swiadectwo wzorcowania stwierdza, ze rezystancja Rg opornika wzorcowego o warto$ci nominalnej dziesieé
omow wynosi 10,000 742 Q + 129 uQQ w temperaturze 23 °C i ze "podana niepewnos$¢ 129 uQ okresla przedziat
o poziomie ufnosci 99 %". Niepewnos$¢ standardowa opornika mozna przyja¢ jako u(Rg) = (129 pnQ)/2,58 = 50 pQ, co
daje wzgledng niepewnos$¢ standardowg u(Rg)/Rg wynoszacg 5,0 x 107 (patrz 5.1.6). Oszacowana wariancja wynosi
uA(Rg) = (50 pQ)*=2,5x 107 Q%

4.3.5 Rozwazmy przypadek, gdy opierajgc sie na dostepnych informacjach, mozna stwierdzié, ze "jest p6t na
pét szansy na to, ze warto$¢ wielkosci wejsciowej X, lezy w przedziale od a_ do a," (innymi stowy,
prawdopodobieristwo tego, ze X, lezy wewnatrz tego przedziatu wynosi 0,5 % lub 50 %). Jesli mozna przyjac,
ze rozktad mozliwych warto$ci X; jest w przyblizeniu normalny, wtedy za najlepszg estymate x; dla X; mozna
przyjg¢ srodek przedziatu. Dalej, jesli polowa szerokosci tego przedzialu jest oznaczona przez
a = (a, —a_)/2, to mozna przyja¢ u(x,) = 1,48a, poniewaz dla rozktadu normalnego z wartoscig oczekiwang

M i odchyleniem standardowym o przedziat ¢+ ¢/1,48 obejmuje w przyblizeniu 50 % rozktadu.

PRZYKLAD Mechanik okreslajgcy wymiary pewnej czesci jakiego$ urzgdzenia szacuje, ze jej dtugosé,
z prawdopodobienstwem 0,5 lezy w przedziale 10,07 mm do 10,15 mm i podaje, ze /= (10,11 £ 0,04) mm rozumujac, ze
+ 0,04 mm okresla przedziat o 50 % poziomie ufnosci. Wiedy a = 0,04 mm i jesli przyjmie sie rozktad normalny dla
mozliwych wartos$ci /, niepewnos$¢ standardowa diugosci wynosi u(/) = 1,48 x 0,04 mm =~ 0,06 mm, a oszacowana
wariancja wynosi 12(]) = (1,48 x 0,04 mm)2 = 3,5 x 103 mm?.

4.3.6 Rozwazmy przypadek podobny do poprzedniego (4.3.5), ale taki, gdzie opierajac sie na dostepnej
informacji, mozna stwierdzi¢, Zze "jest okoto dwie na trzy szanse, ze warto$¢ X lezy w przedziale od a_do a,"

(innymi stowami, prawdopodobienstwo, ze X; lezy wewnatrz tego przedziatu wynosi okoto 0,67). Mozna wtedy
przyjac¢ u(x;) = a, poniewaz dla rozktadu normalnego z warto$cig oczekiwang u i odchyleniem standardowym
o przedziat 4 + o obejmuje okoto 68,3 % rozktadu.

UWAGA Mozna otrzyma¢ doktadniejszg wartos¢ u(x;), przyjmujac doktadniejszg warto$¢ wspotczynnika rozszerzenia,
ktéry dla rozktadu normalnego dla poziomu ufnosci p = 2/3 wynosi 0,96742, wéwczas u(x;) = a/0,967 42 = 1,033a.

4.3.7 W innych przypadkach mozliwe jest tylko oszacowanie granic (dolna i gérna granica) dla X,
a w szczegolnosci stwierdzenie, ze "prawdopodobieristwo tego, ze warto$¢ X, lezy wewnatrz przedziatu od a_

do a, dla wszystkich faktycznych zdarzen jest réwne jeden oraz ze prawdopodobienistwo tego, ze X;lezy na
zewnatrz tego przedziatu, jest rowne zeru". Jesli brak jest jakichkolwiek szczegdétowych informacji o mozliwych
wartosciach X; wewnatrz tego przedziatu, mozna tylko przyja¢, ze jest jednakowo prawdopodobnym, ze X;
lezy gdziekolwiek wewnatrz niego (rozktad réwnomierny lub prostokatny mozliwych warto$ci — patrz 4.4.5
i Rys. 2a). Wtedy x;, warto$¢ oczekiwana X, jest punktem $rodkowym przedziatu x; = (a_+ a.,)/2, azwigzana
Z nig wariancja wynosi

2
uz(xi)z(@—af) /12 (6)
Jesli réznica pomiedzy granicami a, — a_bedzie oznaczona przez 2a, to rownanie (6) przyjmie postac

u’(x)=a*/3 @)

UWAGA Gdy sktadowa niepewnosci okreslona w ten sposéb ma znaczacy udziat w niepewnosci wyniku pomiaru, jest
rzeczg rozsgadng szukanie dodatkowych danych umozliwiajgcych dalsze jej wyznaczanie.

PRZYKLAD 1 Podrecznik podaje warto$¢ wspdtczynnika rozszerzalnosci liniowej czystej miedzi w 20 °C o,((Cu) jako

réowng 16,52 x 10°°C™ i po prostu stwierdza, ze "btad tej wartosci nie powinien przekraczaé 0,40 x 1078 °C™™.

Ta ograniczona informacja pozwala wysnué wniosek, iz nie jest nieuzasadnione zatozenie, ze przyjecie przez o,,(Cu)
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ktorejkolwiek wartosci lezacej wewnatrz przedziatu od 16,12 x 10°°C™' do 16,92 x 10°°C" jest jednakowo
prawdopodobne i, ze jest bardzo mato prawdopodobne, aby a,(Cu) lezato na zewnatrz tego przedziatu. Wariancja
symetrycznego rozktadu prostokatnego mozliwych wartosci  a(Cu) o szerokosci potdwkowej réwnej
a=0,40 x 10°°C" jest wiec, na podstawie rownania (7), rowna u’(a) = (0,40 x 107 °C™")2/3 = 53,3 x 107 °C2,
a odchylenie standardowe réwne u(az) = (0,40 x 108 °C")/+/3 = 0,23 x 106 °C".

PRZYKLAD 2 W specyfikacji wytworcy woltomierza cyfrowego stwierdza sie, ze "w okresie pomiedzy jednym a dwoma

latami po wzorcowaniu przyrzadu, jego doktadnos¢ na zakresie 1V wynosi 14 x 107 razy warto$¢ odczytu plus 2 x 107
razy warto$¢ zakresu". Przypusémy, ze przyrzad jest stosowany w 20 miesiecy po wzorcowaniu do pomiaru napiecia na

zakresie 1V i ze érednia arytmetyczna pewnej liczby niezaleznych powtérzonych obserwacii jest rowna ¥ = 0,928 571V,
za$ niepewnos¢ standardowa typu A wynosi u(I7) =12 pV. Niepewnos¢ standardowg zwigzang ze specyfikacjg wytworcy

mozna wyznaczy¢ metodg typu B zaktadajac, ze podana doktadnosé okresla symetryczne granice wartosci AV poprawki

addytywnej V', o wartosci oczekiwanej rownej zeru i jednakowym prawdopodobienstwie przyjecia przez nig ktdrejkolwiek
z wartosci lezgcych w obrebie tych granic. Potdwkowa szeroko$¢ a symetrycznego rozktadu prostokgtnego mozliwych

wartosci AV wynosi a = (14 x 10°%) x (0,928 571 V) + (2 x 10°%) x (1 V) = 15 uV, a z réwnania (7) u>(AV)=75 pV2 i
u(AI7):8,7 pV. Estymata wartosci menzurandu V, dla prostoty oznaczona tym samym symbolem V, wynosi wiec

V =V +AV = 0,928 571 V. Niepewnos¢ standardowg ztozong tej estymaty mozna otrzymaé przez ztozenie niepewnosci
standardowej V réwnej 12 uV, wyznaczonej metodg typu A, z niepewnoscig standardowg AV réwng 8,7 pV,

wyznaczonej metodg typu B. Ogdlna metoda sktadania niepewnosci standardowych jest podana w rozdziale 5, a niniejszy
przyktad jest dalej rozwazany w 5.1.5.

4.3.8 W 4.3.7 gérna i dolna granica a, i a_dla wielko$ci wejsciowej X, nie muszg by¢ symetryczne wzgledem
jei najlepszej estymaty x;; bardziej szczegoétowo, jesli dolng i gorng granice mozna przedstawi¢ w postaci
a=x;—b_ia,=x,—b,, wtedy b_= b,. Poniewaz w tym przypadku x; (przyjmuje sie, Ze jest wartoscig
oczekiwang X)) nie lezy w $rodku przedziatu od a_do a,, to rozktad prawdopodobienstwa X; nie moze by¢
jednostajny w catym przedziale. Jednakze, mozemy nie mie¢ dostatecznej ilosci dostepnych informaciji, aby
wybraé¢ odpowiedni rozktad, a r6zne modele bedg prowadzi¢ do ré6znych wyrazen na wariancje. W przypadku
braku takich informaciji najprostszym przyblizeniem jest
(b+ +b—)2 _ (a+ _a—)2
2 12

”Z(Xi):

(8)

ktore jest wariancjg rozktadu prostokatnego o catkowitej szerokos$ci wynoszacej b, +b_. (Rozkiady
asymetryczne sg takze rozwazane w F.2.4.4 i G.5.3).

PRZYKLAD W Przyktadzie 1 z 4.3.7 warto$¢ wspotczynnika podano na podstawie podrecznika jako @,y(Cu)=
16,52 x 10 °C™" i stwierdzono dalej, ze "najmniejsza mozliwa jego wartosé wynosi 16,40 x 10°°C™', a najwieksza
16,92 x 10°°C ™", stad bh_=0,12x 10°°C", b, =0,40 x 10°°C ", a z réwnania (8) u( ) = 0,15 x 10°°°C .

UWAGA 1 W wielu sytuacjach pomiarowych, kiedy granice sg symetryczne, moze by¢ celowe skorygowanie estymaty
x; poprawka (b, — b )/2, tak aby nowa estymata x = (a, +a )/2 odpowiadata $rodkowi przedziatu wytyczonego tymi

granicami. Sprowadza to te sytuacje do przypadku z 4.3.7, z nowymi wartosciami b/ =b" = (b, + b )2 =(a,—a )2 =a.
UWAGA 2 Opierajgc sie na zasadzie maksimum entropii, mozna wykaza¢, ze funkcja gestosci prawdopodobienstwa
w przypadku asymetrycznym powinna mieé postac p(X;)=Aexp [—/1(X i =X )] przy
A=[b_exp(Ab_)+b, exp(-Ab, )]_l i A={exp[A(b_+b,)] —1}/{13, exp[A(b_ +b,)]+b, | . Prowadzi to do wariancji
uz(xl_) =bb_—(b,-b_)/A dlab, >b ,A>0ib <b_ ,A<0.

4.3.9 W 4.3.7 wobec braku szczegétowych informacji o mozliwych wartosciach X; w obrgbie szacowanych
granic od a_do a,, mozna tylko zatozy¢, ze przyjecie przez X; ktérejkolwiek warto$ci z przedziatu wytyczonego

tymi granicami jest jednakowo prawdopodobne, zas prawdopodobienstwo przyjecia wartosci spoza tego
przedzialu jest zerowe. Takie skokowe nieciggtosci funkcji rozkitadu prawdopodobienstwa sg czesto
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nieuzasadnione fizycznie. W wielu przypadkach jest bardziej realistycznym oczekiwac, ze wartosci w poblizu
granic sg mniej prawdopodobne niz te, ktére lezg w poblizu Srodka. Uzasadnione wiec wydaje sie zastgpienie
symetrycznego rozktadu prostokgtnego przez symetryczny rozktad trapezowy majacy réwne nachylenia

ramion (trapez rownoramienny), z podstawg dolng o szerokosci @, — a_= 2a i z podstawg gorng o szerokosci

2ap, gdzie 0 < < 1. Gdy £ — 1 rozkiad trapezowy dazy do rozktadu prostokgtnego (4.3.7), podczas gdy
dla =0 jest rozkladem trojkatnym [patrz 4.4.6 i Rys. 2b]. Zakfadajac rozktad trapezowy X,, wyznaczamy
warto$¢ oczekiwang X; jako x; = (a_+ a,)/2 i zwigzang z nig wariancje

wr(x)=a’(1+B)/6 (9a)
ktora dla rozktadu tréjkatnego = 0 przyjmuje postac
u*(x))=a*/6 (9b)

UWAGA 1 Dlarozktadu normalnego z wartoscig oczekiwang ui odchyleniem standardowym o przedziat 12+ 3 cobejmuje
w przyblizeniu 99,73 % rozktadu. Stad, jesli gérna i dolna granice a, i a_ okreslajg granice 99,73 procentowe, nie zas 100
procentowe, a o X; mozna zatozy¢, ze ma w przyblizeniu raczej rozktad normalny, niz ze brakuje informacji o jego
rozkladzie w obrebie granic, tak jak w 4.3.7, to uz(xi):a2/9. Dla poréwnania wariancja symetrycznego rozktadu
prostokatnego o szerokosci potdwkowej a wynosi a2/3 [réwnanie (7)], a wariancja symetrycznego rozktadu tréjkatnego

0 szerokosci potdwkowe] a wynosi a2/6 [réwnanie (9b)]. Wartosci wariancji dla tych trzech rozktadow sg zaskakujaco
podobne z punktu widzenia duzych réznic w ilosci informacji wymaganych do ich uzasadnienia.

UWAGA 2 Rozktad trapezowy jest rownowazny splotowi dwoch rozktaddw prostokatnych [10]. Jeden z nich ma szeroko$¢
potéwkowa réwng sredniej szerokosci potdwkowej trapezu a; = a(l+ ﬂ)/z, a drugi ma szerokos¢ potéwkowg réwng

Sredniej szerokosci jednej z trojkatnych czesci trapezu a, = a(l—,B)/2. Wariancja rozktadu wynosi u’= a12/3+a22/3.
Spleciony rozktad moze by¢ interpretowany jako rozkfad prostokatny, ktérego szeroko$¢ 2a; ma niepewnos$é
reprezentowang przez rozktad prostokatny o szerokosci 2a; i wyraza fakt, ze granice wielkosci wejsciowej nie sa dokfadnie

znane. Ale nawet jesli a; jest na tyle duze, ze stanowi 30 % ap, u przewyzsza a; /\/g mniej niz o 5 %.

4.3.10 Waznym problemem jest unikanie "podwdjnego liczenia" sktadowych niepewnosci. Jesli sktadowa
niepewnosci wynikajgca z danego oddziatywania jest wyznaczona metodg typu B, to powinna by¢ ona
uwzgledniona przy obliczaniu niepewnosci standardowej ztozonej wyniku pomiaru jako sktadowa niezalezna
tylko w takim stopniu, w jakim oddziatywanie to nie wptywa na obserwowang zmiennos¢ obserwacji. Wynika
to z faktu, ze niepewnos¢ powodowana czescig oddziatywania wptywajgcg na obserwowang zmiennosé jest
juz uwzgledniona w sktadowej niepewnosci otrzymanej poprzez analize statystyczng obserwacji.

4.3.11 Dyskusja o metodzie typu B wyznaczania niepewnosci standardowej zawarta w punktach 4.3.5 do
4.3.9 stuzy sygnalizacji problemu. Wyznaczanie niepewnosci powinno opiera¢ sie na danych ilosciowych
w mozliwie najwiekszym stopniu, co zaznaczonow 3.4.1i3.4.2.
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4.4 Graficzna interpretacja wyznaczania niepewnosci standardowej

4.41 Rys. 1 ilustruje oszacowanie wartosci wielko$ci wejsciowej X; i wyznaczanie niepewnosci jej estymaty
na podstawie nieznanego rozktadu mozliwych zmierzonych wartosci X; lub rozktadu prawdopodobienstwa X,
prébkowanego za pomocg powtarzanych obserwacji.

4.4.2 Zatozmy, ze wielko$cig wejsciowg X; na rys.1a jest temperatura ¢ oraz ze jej nieznany rozktad jest

rozktadem normalnym z warto$cig oczekiwang t; = 100 °C i odchyleniem standardowym o =1,5°C. Jej
funkcja gesto$ci prawdopodobieristwa ma wiec postac (patrz C.2.14)

1 1(t-p Y
1) = exp| —— L
p() gy p 2( - )

UWAGA Definicja funkcji gestosci prawdopodobienstwa p(z) naktada na nig warunekjp(z)dz =1.

4.4.3 Narys. 1b pokazano histogram z n = 20 powtdrzonych obserwacji ¢, temperatury ¢, zaktada sig, ze sg

one prébg wzietg z rozktadu z rys. 1a. Aby otrzymac histogram 20 obserwacji, czyli prébek ktérych wartosci
sg podane w tablicy 1, pogrupowano w przedziatach o szerokosci 1 °C. (Przygotowanie histogramu nie jest
oczywiscie wymagane do analizy statystycznej danych).

Tab. 1 — Dwadziescia powtdrzonych obserwacji temperatury ¢
pogrupowanych w przedziatach o szerokosci 1 °C

Przedziat Temperatura
H<t<t
t/°C ty/°C t/°C
94,5 95,5 -
95,5 96,5 -
96,5 97.5 96,90
97.5 98,5 98,18; 98,25
98,5 99,5 98,61; 99,03; 99,49
99,5 100,5 99,56; 99,74; 99,89; 100,07; 100,33; 100,42
100,5 101,5 100,68; 100,95; 101,11; 101,20
101,5 102,5 101,57; 101,84; 102,36
102,5 103,5 102,72
103,5 104,5 -
104,5 105,5 -

Srednia arytmetyczna lub przecietna £z n =20 obserwacji obliczona zgodnie z réwnaniem (3) wynosi
t =100,145 °C ~ 100,14 °C. Zaktada si¢ o niej, Ze jest najlepszg estymatg wartosci oczekiwanej M dla ¢
opartg na uzyskanych danych. Odchylenie standardowe eksperymentalne s(¢,), obliczone z réwnania (4),
wynosi s(#,) = 1,489 °C ~ 1,49 °C, a odchylenie standardowe eksperymentalne $redniej s(£) obliczone
z réwnania (5), ktére jest niepewnoscig  standardowg u(f) $redniej £  wynosi
u(t)=s(t)=s(, )/m =0,333 °C ~ 0,33 °C (wskazane jest, aby dla dalszych obliczen zachowac
wszystkie cyfry).

UWAGA Biorgc pod uwage szeroko rozpowszechnione stosowanie elektronicznych termometréw cyfrowych o wysokiej

rozdzielczosci, dane z tabeli 1 nie wydajg sie mozliwe do przyjecia, to jednak sg one ilustracjg zagadnienia i niekoniecznie
muszg by¢ interpretowane jako wyniki rzeczywistych pomiaréw.
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Rys. 1 — Graficzna interpretacja wyznaczania niepewnosci standardowej wielkosci wejsciowej
na podstawie powtérzonych obserwac;ji
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Rys. 2 — Graficzna interpretacja wyznaczania niepewnosci standardowej wielkosci wejsciowej
na podstawie a priori danego rozktadu
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4.4.4 Narys. 2 przedstawiono oszacowanie wartosci wielko$ci wejsciowej X; i wyznaczanie niepewnosci jej

estymaty z a priori danego rozktadu mozliwych wartosci X, czyli z rozktadu prawdopodobienistwa X, opartego
na dostepnych informacjach. Dla obu przedstawionych przypadkéw zatozono, ze wielkoscig wej$ciowg jest
temperatura 7.

4.4.5 Dla przypadku przedstawionego na rys. 2a zatozono, ze posiada sie¢ mato informacji o wielkoSci
wejsciowej ¢, i ze wszystko co mozna zrobi¢, to zatozyC, ze t jest opisane przez symetryczny, a priori
prostokatny rozktad prawdopodobienstwa, z dolng granicg a_ =96 °C, goérng granica a, =104 °C
i szerokoscig potowkowa a = (a, — a_)/2 = 4 °C (patrz 4.3.7). Funkcja rozktadu gestosci prawdopodobienstwa
t ma wiec postac

p()=1/2a dla a_<t<a,
p(t) =0 dla pozostatych.

Jak wykazano w 4.3.7 najlepsza estymata ¢ jest jej warto$¢ oczekiwana 1, = (a, +a_ )/2 =100 °C, co wynika

z C.3.1. Niepewnos¢ standardowa tej estymaty wynosi u(,) = a/\/§ =2,3°C, co wynika z C.3.2 [patrz
réwnanie (7)].

4.4.6 Dla przypadku przedstawionego na rysunku 2b zatozono, ze posiada sie wiecej informacji dotyczacych
t, i ze t moze by¢ opisane przez symetryczny, a priori tréjkatny rozktad prawdopodobienstwa, z dolng granica
a_=96°C, gbrng granicg a, = 104 °C i szerokoscig potdwkowag a = (a, —a_)/2 =4 °C, takimi samymi jak
w 4.4.5 (patrz 4.3.7). Funkcja rozktadu gesto$ci prawdopodobienstwa ¢ ma wiec postac

p(t)=(t—a)]d® da a <t<(a,+a )2

p(t)=(a, —t)/a2 da (a, +a_)/2<t<a,

p(t) =0 dla pozostatych.

Jak wykazano w 4.3.9 warto$cig oczekiwang f jest :(a++a_)/2= 100 °C, co wynika z C.3.1.

Niepewnos¢ standardowa tej estymaty wynosi u(u,) = a/\/6= 1,6 °C, co wynika z C.3.2 [patrz rownanie
(9b)].

Powyzszg warto$¢ u(u,) = 1,6 °C mozna poréwnaé¢ z u(u,) =2,3 °C, otrzymang w 4.4.5 dla rozktadu

prostokatnego o tej samej szerokosci 8 °C z o = 1,5 °C, otrzymang dla rozktadu normalnego, zrys. 1a, ktérego

szeroko$¢ od —2,58 ¢ do +2,58 ¢ obejmuje 99 % rozktadu i ktéra wynosi okoto 8 °C oraz z u( ¢ ) = 0,33 °C,
otrzymang w 4.4.3, na podstawie 20 obserwacji, o ktérych zatozono, ze zostaty losowo wybrane z tego samego
rozktadu normalnego.

5 Okreslanie niepewnosci standardowej ztozonej
5.1 Wielkosci wejsciowe nieskorelowane

W podrozdziale 5.1 analizuje sie przypadek, gdy wszystkie wielkosci wejsciowe sg niezalezne (C.3.7).
Przypadek, gdy dwie lub wiecej wielkosci sg zwigzane, to jest wzajemnie zalezne, czyli skorelowane (C.2.8.)
jest rozwazany w 5.2.

5.1.1 Niepewnos¢ standardowsg y, gdzie y jest estymatg menzurandu Y, a stgd wynikiem pomiaru, otrzymuje
sie¢ jako odpowiednie ztozenie niepewnosci standardowych estymat wielkosci wejsciowych Xy, Xx,,..., Xy

(patrz 4.1). Niepewno$¢ standardowa ztozona estymaty y bedzie oznaczana przez u (y).
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UWAGA Z powodéw podobnych do podanych w uwadze do 4.3.1 symbole u (y) 1 uc2 () sa stosowane we wszystkich
przypadkach.

5.1.2 Niepewnos¢ standardowa ztoZzona u () jest dodatnim pierwiastkiem kwadratowym ze wariancji ztozonej

ucz (v) danej jako

A A
ug (y)—g( ax,.) ug (x;) (10)

gdzie fjest funkcjg podang w réwnaniu (1). Kazde u(x;) jest niepewnoscig standardowa wyznaczang tak, jak

opisano w 4.2 (metoda typu A) albo jak w 4.3 (metoda typu B). Niepewnos¢ standardowa ztozona u () jest
oszacowanym odchyleniem standardowym i charakteryzuje rozrzut wartosci, ktére mozna w uzasadniony
sposdb przypisa¢ menzurandowi Y (patrz 2.2.3).

Réwnanie (10) i jego odpowiedniki dla skorelowanych wielkosci wejsciowych oraz réwnanie (13), obydwa
oparte na aproksymacji ¥ = (X, X,, ..., X)) szeregiem Taylora o wyrazach pierwszego rzedu, wyrazajg to,
co w Przewodniku jest nazywane prawem propagacji niepewnosci (patrz E.3.11 E.3.2)

UWAGA Gdy nieliniowo$¢ f jest znaczna, w jej rozwinieciu w szereg Taylora, w wyrazeniu okreslajgcym uc2 ()
[réwnanie (10)], nalezy uwzgledni¢ wyrazy wyzszych rzedéw. Gdy rozktad kazdej wielkosci X; jest symetryczny wzgledem
jej wartosci oczekiwanej, do wyrazéw rownania (10) nalezy doda¢ wyrazy drugiego rzedu

N N 2 2 3
>y %{ﬁJ N BN T

i=1 j=1 axiaxj 6xl- axl. asz
Patrz H.1, gdzie podano przykfad, w ktérym nalezy uwzgledni¢ wptyw wyrazéw wyzszych rzedéw na uc2 ».

5.1.3 Pochodne czgstkowe 8f/8xl. sg rowne af/GXl. wyznaczone, gdy X, = x; (patrz uwaga 1 ponize;j).

Pochodne te, czesto nazywane wspoétczynnikami wrazliwosci, opisujg jak estymata wielkoSci wyjsciowej y
zmienia si¢ wraz ze zmianami wartosci estymat wielkosci wejsciowych x|, X,, ..., Xy. W szczegolnosci zmiana

y spowodowana przez matg zmiane Ax; estymaty wielkosci wejéciowej x; wynosi (Ay), = (8f /ox,)(Ax;) .
Jezeli zmiana ta jest spowodowana przez niepewnos¢ standardowg estymaty x;, to odpowiadajgca jej
wariancja y jest rowna (af/axl.)qul. . Wariancje ztozong uc2 (¥) mozna wiec traktowac jako sume wyrazow,

z ktorych kazdy reprezentuje oszacowang wariancje zwigzang z estymatg wielkosci wyjsciowej y,
spowodowang przez oszacowang wariancjg zwigzang z estymatg wielkosci wejsciowej x,. Sugeruje to nadanie
réwnaniu (10) postaci

N N
uz (¥) =Y [eu(x)l =D ul () (11a)
i=1 i=1
gdzie
¢; =0 [ox;, u;(y)=|c; |u(x;) (11b)

UWAGA 1 Scisle méwigc, pochodne czastkowe of /0x; = of /0X; wyznacza sie dla wartosci oczekiwanych X;. Jednakze
w praktyce pochodne czastkowe estymuje sie przez

g_I
8xl~ 0X;

Flxy,xg e Xy
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UWAGA 2 Niepewnos$¢ standardowg ztozong u (y) mozna obliczy¢ zastepujac c; u(x;) w réwnaniu (11a) przez
1
Z; :E{f[xl,...,xl- +u(xi),...,xN]—f[xl,...,xi —u(xi),...,xN]}

To znaczy, ze warto$¢ liczbowg u;(y) wyznacza sie obliczajgc zmiane y spowodowang zmiang x; o +u(x;) i 0 —u(x;).
Jako wartosé u;(y) przyjmuje sie |Z;|, a jako warto$¢ odpowiedniego wspdiczynnika wrazliwosci ¢; przyjmuje sie Z;/u(x;).

PRZYKLAD Dla przyktadu z 4.1.1, uzywajgc dla uproszczenia tego samego symbolu do oznaczenia wielkosci i jej
estymaty, mamy

¢y =0P/OV =2V [{Ry[1+a(t—ty)l} = 2P/V
¢y = 0PJeRy =~ V2 [{Ry[1+alt~10)]} = - P/R,
¢3 = 0P/oa :—Vz(t—to)/{RO[1+a(t—t0)]2} =—P(t—ty)/[1+a(t—1;)]

¢, = 0P/ot =~ Vza/ {Ro[l +ai- to)]z} = —Paf[l+a(t~1y)]

2 2 2 2
uZ(P)=(2—§j uZ(V)+£%J uz(R0)+(2—ZJ uz(a){‘;—]:j u? (1)
= (V)P +[cyu(Ry)) +[c3u(@)] +[cqu(®)]
= ui (P)+u3 (P)+u3 (P)+uj (P)

5.1.4 Czasami, zamiast oblicza¢ wspotczynniki wrazliwosci af/ax,. z funkcji f, wyznacza sie je

eksperymentalnie. Mierzy sie zmiane Y wywotang przez pojedynczg zmiane okreslonej wielkosci wejsciowej
X, podczas gdy pozostate wielkosci wejsciowe pozostajg state. W tym przypadku znajomos¢ funkcji f (albo jej

czesci, gdy wyznacza sie tak tylko niektére wspotczynniki wrazliwosci) jest odpowiednio zredukowana do
empirycznego rozwiniecia funkcji w szereg Taylora pierwszego rzedu, opartego na zmierzonych
wspétczynnikach wrazliwosci.

5.1.5 Jesli funkcja f'w réwnaniu (1) menzurandu Y zostanie rozwinieta wokét nominalnych wartosci X,
wielkosci wejsciowych )(i,O’ wtedy z dokitadnosciga do wyrazéw pierwszego rzedu (co jest zwykle
wystarczajgcym przyblizeniem) zachodzi: Y=Y,+¢0 +c,0, +...4cyoy, gdzie
Yy = (X0, X505 Xy ). ¢; =(0f /OX;) liczone dla X, =X, ;i 6,=X,—X,,. Stad dla celow analizy
niepewnosci, menzurand jest zwykle aproksymowany funkcjg liniowg swoich zmiennych poprzez
transformacie jej wielkosci wejsciowych z X; na o (patrz E.3.1).

PRZYKLAD W przyktadzie 2 w 4.3.7 estymata wartosci menzurandu ¥ wynosi V=V +AV , gdzie ¥ =0,928 571V,
u(V)=12 uV poprawka addytywna AV =0, a u(AV)=8,7 uV. Poniewaz 8V/617= 1i 6V/6(AI7) =1, to wariancja
zlozona zwigzana z V' wynosi

w2 (V) =u* (V) +u? (AV) = (12 wVy* + (8,7 uV)* = 219 x 107 V?

a niepewnos$¢ standardowa ztozona u (V)=15uV, co odpowiada wzglednej niepewnosci standardowej ztozonej
uC(V)/V réwnej 16 x 107° (patrz 5.1.6). W przyktadzie menzurand jest funkcjg liniowg wielkosci wejsciowych, ze

wspotczynnikami ¢; =+1. Z réwnania (10) wynika, ze jesli Y=c X; +c, Xo+..+cpy Xy i state ¢;=+1 lub -1, to
2 N 2
Ue (y)zzizlu ().

5.1.6 Jesli Y ma posta¢ ¥ =X X3>.. X", a wyktadniki p; sq znanymi liczbami dodatnimi lub ujemnymi
o znikomych niepewnosciach, to wariancje ztozong, rownanie (10), mozna wyrazi¢ réwnaniem
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[u.(1)/>] Z[p,u(x )/x] (12)

Ma ono te samg postac, co rownanie (11a), ale z wariancjg ztozong uf () wyrazong jako wariancja wzgledna
[uc(y)/y]2 i oszacowang wariancjg uz(xi) zwigzang z kazdg wielkoscig wejsciowg wyrazong jako oszacowana
wariancja wzgledna [u(xi)/xi]z. [Wzgledna niepewno$é standardowa ztozona to u (y)/|y|, a wzgledna
niepewno$¢ standardowa estymaty kazdej wielkosci wejsciowej to u(x;)/|x,|, przy czym [y| # 0 1 |x;| # 0].

UWAGA 1 Takg posta¢ Y mozna przeksztatci¢é do funkcji liniowej wielkosci wejsciowych (patrz 5.1.5) przyjmujac
X; =X; 0(1+5) i korzystajgc z przyblizonej zaleznosci (Y — YO)/YO —Zi]\ilp,ﬁi. Z drugiej strony transformacja

logarytmiczna postaci Z=InY 1 W;=InX; prowadzi do dokiadnej linearyzacji w ukifadzie nowych zmiennych

N
=Ilnc+ Zi:l piW;

UWAGA 2 Jesli kazde p; jest rowne +1 lub —1, rownanie (12) przyjmuje postaé [u, (y)/y]2 = Zl]il [u(x,-)/xi ]2 , a wiec
w tym specjalnym przypadku wzgledna wariancja zlozona zwigzana z estymatg y jest rdbwna sumie oszacowanych
wariancji wzglednych zwigzanych z estymatami wielkosci wejsciowych x;.

5.2 Wielkosci wejsciowe skorelowane

5.2.1 Roéwnanie (10) i wynikajace z niego réwnania (11) i (12) pozostajg stuszne tylko wtedy, gdy wielkosci
wejéciowe X; sg niezalezne lub nieskorelowane (chodzi tu o zmienne losowe, nie za$ o wielkosci fizyczne,

o ktorych zakiada sie, ze sg niezmienne — patrz 4.1.1, uwaga 1). Jezeli niektére z X, sg skorelowane
w znaczacym stopniu, ich korelacje nalezy wzig¢ pod uwage w obliczeniach.

5.2.2 Gdy wielkosci wejsciowe sg skorelowane, to wyrazenie okreslajgce wariancje ztozong uf (¥) wyniku
pomiaru ma postac

N
u2(y) = ZZaf af x,-,x,-)=§(§£j (523 Z af 5f e ) (13)

lljl lle—l

gdzie x; i x; sg estymatami X; i X}, za$ u(x,, j) = u(x,, X;) jest oszacowang kowariancjg zwigzang z x; 1 X;.
Stopien korelacji pomigdzy x; ixj charakteryzu;e oszacowany wspoétczynnik korelacji (C.3.6.)

_ul(x,x;) 14
) = () i

gdzie r(x;, x;) = r(x;, x;) 1 =1 < r(x;, x;) < +1. Jesli estymaty x; i x; sq niezalezne, to r(x;, x;) = 0 i zmiana
jednej nie powoduje oczek|waneJ zmiany drugiej. (Patrz dalsza dyskusys; w C.2.8,C.3.6iC.3.7).

Stosujac wspoétczynniki korelacji, ktore sg tatwiejsze w interpretacji anizeli kowariancje, czton z kowariancjami
w réwnaniu (13) nalezy zapisaé w postaci

22 Z 8f Gf u(x)u(x )r(x;,x;) (15)

ll]l+]

Roéwnanie (13) po uwzglednieniu réwnania (11b) przyjmuje wiec postac
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N N-1 N
ucz(y)=Zci2u2(xl.)+22 Z ¢ e u(x)u(x;)r(x;,x;) (16)
i=1

i=1 j=i+l

UWAGA 1 W szczegdlinym przypadku, gdy wszystkie estymaty wielkosci wejsciowych sg skorelowane, a wspotczynniki
korelacji wynosza r(x;, xj) =+1, réwnanie (16) redukuje sie do postaci

2
N N
u?(y){Zc,'u(x,‘)j {z jf u(x))
=1 1

Niepewnosc¢ standardowa ztozona u (y) jest wtedy sumg liniowg wszystkich wyrazéw reprezentujgcych wariancje estymaty

wielkosci wyjsciowej y, spowodowane niepewnosciami standardowymi estymat wielkosci wejsciowych x; (patrz 5.1.3). [Tej
liniowej sumy nie nalezy myli¢ z ogélnym prawem propagac;ji btedéw, ktére ma podobng forme, niepewnosci standardowe
nie sg bowiem btedami (patrz E.3.2)].

PRZYKLAD Dziesie¢ opornikdw, kazdy o nominalnej rezystancji R; = 1000 Q, jest wzorcowane ze znikoma niepewnoscia
poréwnania za pomocg takiego samego opornika wzorcowego Rg 0 nominalnej rezystancji 1000 mQ scharakteryzowanego
przez niepewno$¢ standardowag u(Rg) = 100 mQ podang w jego $wiadectwie wzorcowania. W celu otrzymania oporu
wzorcowego R, .r 0 rezystancji nominalnej 10 kQ oporniki te potgczone sg szeregowo za pomocg przewodow o znikomej

rezystancji. Stad R = f(R;) = zl | Ri . Poniewaz r(xl,x ) =r(R;, J) +1 dla kazdej pary opornikdw (patrz F.1.2.3,

przyktad 2), stosuje sie tu réwnanie z niniejszej uwagi. Poniewaz dla kazdego opornika 81”/6)(1-:6Rref/61€1-:1
i u(x;) = u(R;) = u(Rs) (patrz F.1.2.3, przykiad 2), réwnanie powyzsze prowadzi do niepewnosci standardowej ztozonej

1/2
Wielko$ci Reep, e (Reeg) = 31y u(Rs) = 10 x (100 m2) = 1 Q. Wynik uc(Rref){Zl“ 2<Rs)} ~ 0,32 Q otrzymany

z réwnania (10) jest nieprawidtowy, poniewaz nie bierze on pod uwage tego, ze wszystkie wyznaczone wartosci rezystanciji
dziesieciu opornikdéw sg skorelowane.

UWAGA 2 Oszacowane wariancje uz(xi) i kowariancje u(x;, xj) mogg by¢ traktowane jako elementy macierzy kowariancji
o elementach u;;. Elementy diagonalne u; macierzy s wariancjami uz(xi), za$ elementy pozadiagonalne U (i #)) sa
kowariancjami u(x;, xj) = u(xj, x;). Jesli estymaty dwdch wielkosci wejsciowych sg nieskorelowane, to powigzane z nimi
kowariancje i odpowiadajace im elementy ”y i macierzy sg rowne zero. Jesli estymaty wszystkich wielko$ci wejsciowych

sg nieskorelowane, wszystkie elementy pozadiagonalne sg réwne zero i macierz kowariancji jest diagonalna. (Patrz takze
C.3.5).

UWAGA 3 Dla utatwienia obliczerh numerycznych réwnanie (16) mozna zapisac jako
N N
(D=3 X ZZjr(x:. %))
=1 =1
gdzie Z; jest dane w 5.1.3, uwaga 2.

UWAGA 4 Jesli wielkosci X;, w réwnaniu o postaci rozwazanej w 5.1.6 sg skorelowane, to wyrazenie
N-1 N

2% Ylpax)] %0 pux)) ] x Jr(x;

=1 j=1
nalezy doda¢ do prawej strony rownania (12).

5.2.3 Rozwazmy dwie $rednie arytmetyczne ¢ i I, ktore sg estymatami wartosci oczekiwanych Uy iU,
dwdch zmiennych losowo wielkosci g i . Niech @ i I' bedg obliczone z n niezaleznych par réwnoczesnych

obserwacji g i , wykonanych w tych samych warunkach pomiaru (patrz B.2.15). Wtedy kowariancja ¢q i I
(patrz C.3.4) szacowana jest z

= (17)
s(q.,7) (_DZ(qk 91, —7)
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gdzie g, i r;, sa poszczegdlnymi obserwacjami wielkosci g i, a g i T sg obliczone z tych obserwacji zgodnie
z rébwnaniem (3). Jesdli obserwacje sg faktycznie nieskorelowane, to oczekuje sie, ze obliczona kowariancja
bedzie bliska zeru.

Zatem oszacowana kowariancja dwdch skorelowanych wielko$ci wejsciowych X i Xj estymowanych przez

$rednie arytmetyczne X, i Xj,

okreslone na podstawie par niezaleznych powtérzonych réwnoczesnych
obserwaciji, jest dana jako u(xl-,xj) = s()?l.,)?j), gdzie S()?l.,)?j) oblicza sie zgodnie z réwnaniem (17).
Zastosowanie réwnania (17) jest wyznaczaniem kowariancji metodg typu A. Oszacowany wspotczynnik

korelacji X; i X ; okreslaréwnanie (14): r(x;,x;) =r(X,;, X ;)= S(Xi,Xj)/I:S(Xi)S(Xj):I.
UWAGA Przyktady, w ktérych nalezy stosowac kowariancje obliczone z réwnania (17) podano w H.2 i H.4.

5.2.4 Znaczaca korelacja pomiedzy dwoma wielkoSciami wejsciowymi moze wystgpi¢, jezeli do ich
wyznaczenia zastosowano ten sam przyrzad pomiarowy, wzorzec pomiarowy lub dane odniesienia
charakteryzujace sie znaczng niepewnoscig standardowg. Na przyktad, jezeli ten sam termometr jest uzywany

do okreslenia poprawki temperaturowej potrzebnej do oszacowania warto$ci wielko$ci wejsciowej X; i do
okreslenia podobnej poprawki temperaturowej potrzebnej do oszacowania wartosci wielkosci wejsciowej X,

to te dwie wielko$ci wejsciowe moga by¢ znaczaco skorelowane. Jednakze, jezeli [X; i XJ z tego przyktadu

zostang zdefiniowane tak, aby staty sie one wielko$ciami nieskorygowanymi, a wielko$ci okreslajace krzywg
wzorcowania termometru byly uwzgledniane jako dodatkowe wielkosci wejSciowe z niezaleznymi

niepewno$ciami standardowymi, to korelacja pomigedzy JX; i Xj zostaje usunieta. (Bardziej szczegdtowa
dyskusja patrz F.1.2.3 i1 F.1.2.4).

5.2.5 Korelacji pomiedzy wielkosciami wejsciowymi nie mozna ignorowac, jesli wystepujg one i sg znaczace.
Kowariancje opisujgce te korelacje nalezy wyznacza¢ eksperymentalnie, poprzez zmiany skorelowanych
wielkosci wejsciowych, jesli tylko jest to mozliwe (patrz C.3.6, uwaga 3), albo wykorzystujgc posiadang wiedze
0 skorelowanej zmiennosci wielkosci, o ktérych mowa (wyznaczanie kowariancji metodg typu B). Intuicja
wyptywajgca z posiadanego doswiadczenia i ogdlnej wiedzy (patrz 4.3.1 i 4.3.2) jest szczegdlnie pozgdana
przy szacowaniu stopnia skorelowania miedzy wielkoSciami wejsciowymi wynikajgcego z wplywoéw takich
czynnikdw jak temperatura otoczenia, cisnienie barometryczne i wilgotnos¢. Na szczescie, w wielu
przypadkach wptywy tych czynnikdw majg znikomg wzajemng zaleznos¢ i o podlegajgcych im wielko$ciach
wejsciowych mozna przyjmowac, ze sg nieskorelowane. Jednakze, jezeli zatozenia takiego przyja¢ nie mozna,
to samych korelacji mozna unikng¢, wprowadzajgc wspodlne czynniki jako dodatkowe niezalezne wielkosci
wejsciowe, jak pokazano w 5.2.4.

6 Okreslanie niepewnosci rozszerzonej

6.1 Wprowadzenie

6.1.1 Zalecenie INC-1 (1980) Grupy Roboczej do spraw Ustalania Niepewnosci, na ktérym jest oparty
Przewodnik (patrz Wprowadzenie) oraz Zalecenie 1 (CI-1981) i zalecenie 1 (CI-1986) CIPM aprobujgce

i potwierdzajgce INC-1 (1980) (patrz A.2 i A.3) zalecajg stosowanie niepewnosci standardowej ztozonej u ()
jako parametru ilosciowo wyrazajgcego niepewnos¢ wyniku pomiaru. | tak, w drugim ze swych zalecen CIPM
wyrazit zyczenie, aby to, co teraz jest nazywane niepewnoscig standardowg ztozona, u () byto stosowane

"przy podawaniu wynikéw przez wszystkich uczestniczgcych we wszystkich miedzynarodowych poréwnaniach
i innych pracach wykonywanych pod auspicjami CIPM i Komitetéw Konsultacyjnych".

6.1.2 Chociaz u(y) moze by¢ powszechnie stosowne do wyrazania niepewnosci wyniku pomiaru, to

w pewnych handlowych, przemystowych i prawnych zastosowaniach, jak rowniez wtedy, gdy chodzi o zdrowie
i bezpieczenstwo, niejednokrotnie konieczne jest podawanie takiej miary niepewnosci, ktéra okresla przedziat
wokot wyniku pomiaru, od ktérego mozna oczekiwaé, ze obejmuje sporg czes$¢ rozktadu wartosci, ktére
w uzasadniony sposob mozna przypisa¢ menzurandowi. Potrzeba takich wymagan zostata stwierdzona przez
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Grupe Roboczg i wprowadzona do paragrafu 5 Zalecenia INC-1 (1980). Jest to takze uwzglednione
w Zaleceniu 1 (CI-1986) CIPM.

6.2 Niepewnos¢ rozszerzona

6.2.1 Dodatkowa miara niepewnosci, spetniajgca wymaganie podania przedzialu oméwionego w 6.1.2 jest
nazywana niepewno$cig rozszerzong i oznaczana przez U. Niepewnos$¢ rozszerzona U jest otrzymywana
przez pomnozenie niepewnosci standardowej ztozonej u () przez wspotczynnik rozszerzenia k

U=ku(y) (18)

Wynik pomiaru jest przy tym czesto umownie podawany jako Y =y + U, co interpretuje sie, iz najlepsza
wartoscig, jakg mozna przypisa¢ menzurandowi Y, jest y, i ze y— U do y + U jest przedziatem, od ktérego
mozna oczekiwac, ze obejmuje duzg czes¢ rozktadu wartosci, ktére mozna w uzasadniony sposéb przypisac
wielkosci Y. Taki przedziat jest takze wyrazany jakoy — U< Y <y + U.

6.2.2 Terminy przedziat ufnosci (C.2.27 i C.2.28) i poziom ufnosci (C.2.29) majg specyficzne definicje
w statystyce i sg tylko wtedy stosowane do przedziatu okreslonego za pomocag U, gdy spetnione sg pewne
warunki, w tym warunek, zeby wszystkie sktadowe niepewnosci, ktére wchodzg do u (y) byty wyznaczone
metodg typu A. Stad w Przewodniku, stowo "ufno$¢" nie jest stosowane do okreslenia stowa przedziat, gdy
chodzi o przedziat okreslony przez U. Bardziej szczegdtowa interpretacja: U okresla wokot wyniku przedziat,
ktory obejmuje duzg czes¢ p rozktadu prawdopodobienstwa charakteryzowanego przez ten wynik i jego

niepewnos¢ standardowg ztozona, za$ p jest prawdopodobieristwem rozszerzenia lub poziomem ufnosci
przedziatu.

6.2.3 Gdy wymaga tego praktyka, poziom ufnosci p powigzany z przedziatem okreslonym przez U powinien
by¢ oszacowany i ustalony. Nalezy zauwazy¢, ze pomnozenie u()) przez statg nie dostarcza zadnych nowych
informacji, ale przedstawia wczesniej uzyskane informacje w innej formie. Nalezy takze zauwazyé, ze
w wigkszosci przypadkéw poziom ufnosci p (szczegolnie dla wartosci p bliskich jednosci) jest raczej niepewny
nie tylko z powodu ograniczonej znajomosci rozktadu prawdopodobienstwa charakteryzowanego przez y
iu(y) (w szczegdlnosci w czesciach krancowych), ale takze z powodu niepewnosci odnosnie samej

niepewnosci u (1) jako takiej (patrz uwaga 2 do 2.3.5, 6.3.2 i aneks G, w szczegolnosci G.6.6).

UWAGA O zalecanych sposobach podawania wyniku pomiaru, gdy za miare niepewnosci przyjmuje sie u.(y) i U patrz
7.2.2i7.2.4, odpowiednio.

6.3 Wybor wspotczynnika rozszerzenia

6.3.1 Warto$¢ wspotczynnika rozszerzenia k wybiera sie na podstawie wymaganego poziomu ufnosci dla
przedziatu od y — U do y + U. Zwykle warto$¢ k zawiera sie w granicach od 2 do 3. Jednakze dla specjalnych
zastosowan k moze by¢ wybrane spoza tego przedziatu. Posiadane do$wiadczenie i znajomo$¢ sposobow
wykorzystania wyniku pomiaru utatwiajg wybor wtasciwej wartosci .

UWAGA Niekiedy zdarza sie, ze podajgc wynik pomiaru nie uwzgledniono w nim poprawki b ze wzgledu na oddziatywania
systematyczne, a zamiast tego podjeto probe uwzglednienia wptywu oddziatywan systematycznych przez powiekszenie
"niepewnosci” przypisanej do wyniku. Nalezy unika¢ takiego postepowania. Tylko w wyjatkowych okolicznosciach nie
powinno sie uwzglednia¢ w wyniku pomiaru poprawek od znanych i znaczacych oddziatywan systematycznych (o takim
wiasnie przypadku i sposobie jego traktowania patrz F.2.4.5). Wyznaczania niepewnosci wyniku pomiaru nie powinno sie
myli¢ z ustalaniem bezpiecznych granic niektérym wielkosciom.

6.3.2 Idealnie bytoby méc wybraé wartos¢ wspoétczynnika rozszerzenia k, ktora wyznaczataby przedziat
Y =y+ U=y +ku/y) odpowiadajgcy scisle okreslonemu poziomowi ufnosci p, takiemu jak 95 % lub 99 %.
Innymi stowami, dla danej wartosci k chciatoby sie moc jednoznacznie ustali¢ poziom ufnosci powigzany z tym
przedziatem. Nie jest to jednakze tatwe do wykonania w praktyce, poniewaz wymaga to szczegotowej wiedzy
o rozktadzie prawdopodobienstwa charakteryzowanym przez wynik pomiaru y i jego niepewno$¢ standardowg
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ztozong u(y). Chociaz te parametry s szczegdlnie wazne, one same nie wystarczajg do ustalenia
przedziatéw majgcych doktadnie znane poziomy ufnosci.

6.3.3 Zalecenie INC-1 (1980) nie okresla sposobu ustalania zwigzkéw pomiedzy k i p. Problem ten jest
dyskutowany w aneksie C, za$ zalecana metoda jego przyblizonego rozwigzania jest przedstawiona w G.4
i podsumowana w G.6.4. Jednakze prostsze sposoby, dyskutowane w G.6.6, sg czesto wystarczajgce w tych

sytuacjach pomiarowych, gdy rozktad prawdopodobieristwa charakteryzowany przez y i u(y) jest
w przyblizeniu normalny, a wypadkowa liczba stopni swobody u () jest duza. Gdy zachodzi taki przypadek,
zdarzajgcy sie zresztg czesto w praktyce, mozna zatozyé, ze przyjmujac k = 2 tworzy sie przedziat o poziomie

ufnosci w przyblizeniu rownym 95 %, za$ przyjmujgc k =3 tworzy sie przedziat o poziomie ufnosci
w przyblizeniu rownym 99 %.

UWAGA Metode szacowania wypadkowej liczby stopni swobody niepewnosci standardowej ztozonej uc(y) podano

w G.4. Pomocng przy rozstrzyganiu adekwatnosci przyjetego rozwigzania dla danego pomiaru moze byc¢ tabela G.2
z aneksu G. (patrz G.6.6).

7 Podawanie niepewnosci
7.1 Wskazoéwki ogélne

7.1.1 Ogdlnie, na im wyzszym hierarchicznie poziomie wykonywany jest pomiar, tym wiecej wymaga sie
szczego6towych informacji o sposobie otrzymania wyniku pomiaru i jego niepewnosci. Pomimo to, na kazdym
poziomie tej hierarchii, wtaczajgc w to dziatalno$¢ handlowsg i legislacyjng w obrebie rynku, prace inzynierskie
w przemysle, wzorcowania na nizszych poziomach, badania przemystowe i rozwojowe, badania akademickie,
przemystowe laboratoria wzorcujgce oraz laboratoria wzorcéw panstwowych i BIMP, wszystkie informacje
niezbedne do odtwarzania obliczen wyniku pomiaru powinny by¢ dostepne dla kazdego, kto tego potrzebuje.
Podstawowa réznica polega na tym, ze na nizszych poziomach hierarchicznych, wiecej niezbednych informac;ji
moze by¢ udostepnionych w formie publikowanych raportéw dotyczgcych systemu wzorcowania i badan,
specyfikacji badan, $wiadectw wzorcowania, podrecznych instrukcji, norm miedzynarodowych i krajowych
oraz przepiséw lokalnych.

7.1.2 Gdy szczegoty dotyczgce pomiaru, wigczajgc w to informacje o sposobie obliczania niepewnosci wyniku
pomiaru, sg podawane przez odwotanie sie do publikowanych dokumentéw, co czesto ma miejsce, gdy wyniki
wzorcowania sg podawane w jego sSwiadectwie, niezbednym jest uaktualnianie tych publikacji w sposéb
zapewniajgcy spojnos¢ z aktualnie stosowang procedurg pomiarowa.

7.1.3 Kazdego dnia w przemysle i handlu wykonywanych jest wiele pomiaréw bez jakiegokolwiek jawnego
podania ich niepewnosci. Jednakze, wiele z tych pomiaréw wykonuje sie za pomocg przyrzadéw
podlegajgcych okresowemu wzorcowaniu lub legalizacji. Gdy o przyrzgdach tych wiadomo, Ze ich wtasciwosci
sg zgodne z ich specyfikacjami lub z aktualnie stosowanymi dokumentami normatywnymi, niepewnosci ich
wskazan mogg by¢ okreslone na podstawie tych specyfikacji lub tych dokumentéw normatywnych.

7.1.4 Chociaz w praktyce ilos¢ informacji niezbedna do udokumentowania wyniku pomiaru zalezy od
zamierzonego jego wykorzystania, podstawowa zasada, ktdérej przestrzegania wymaga sie, pozostaje
niezmieniona: przy podawaniu wyniku pomiaru i jego niepewnosci nalezy raczej poda¢ za duzo informaciji, niz
za mato. Na przyktad powinno sie:

a) opisac przejrzyscie metody zastosowane do obliczenia wyniku pomiaru i jego niepewnosci na podstawie
obserwacji eksperymentalnych i danych wejsciowych,

b) wymieni¢ wszystkie sktadowe niepewnosci i w petni udokumentowac to, jak byly one wyznaczone,

c) przedstawi¢ analize danych w taki sposéb, zeby kazdy z jej waznych etapow mogt by¢ odtworzony i aby
obliczenie podanego wyniku pomiaru mogto by¢ niezaleznie odtworzone, jezeli zachodzitaby taka potrzeba,

d) podac¢ wszystkie poprawki i wartosci statych zastosowanych w analizie oraz ich zrddia.

Sprawdzianem tego, czy postepowano wedtug powyzszej listy jest odpowiedzenie na zadane sobie pytania

,Czy podatem dos¢ informacji w sposdb na tyle jasny, aby moj wynik mégt byé w przyszitosci uaktualniony,

jesli pojawig sie nowe informacje lub dane?”.
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7.2 Wskazoéwki szczegétowe

7.2.1 Podajgc wynik pomiaru, gdy miarg niepewnosci jest niepewnos¢ standardowa ztozona u (), nalezy:
a) podac petng definicje menzurandu 7Y,

b) poda¢ estymate y menzurandu Y i jej niepewnos¢ standardowg ztozong u,()); nalezy zawsze podawac
jednostki, w ktérych y i uc(y) $Sg wyrazone,

c) podac, gdy zachodzi tego potrzeba, wzgledng niepewno$¢ standardowg ztozong u, (y)/\ v, |¥=0,

d) podac informacje okreslong w 7.2.7 albo wymieni¢ opublikowany dokument, ktory te informacje zawiera.

Jezeli wydaje sie to uzyteczne dla uzytkownikédw wyniku pomiaru, na przykfad w celu uzyskania pomocy
w przysztych obliczeniach wspdétczynnikdéw rozszerzenia lub w celu lepszego zrozumienia pomiaru, mozna
podac:

— oszacowang wypadkowa liczbe stopni swobody v (patrz G.4),

— niepewnosci standardowe ztoZzone typu A i typu B, u ,(y) i ug(y) oraz oszacowane wypadkowe liczby
stopni swobody Vg | Vg (Patrz G.4.1, uwaga 3).

7.2.2 Gdy miarg niepewnosci jest niepewno$¢ standardowa ztozona u (), w celu uniknigcia niewtasciwego
zrozumienia, preferuje sie podawanie wartosci liczbowej wyniku pomiaru w jednej z czterech podanych nizej
postaci. (Wielkoscig, ktdrej wartos¢ bedzie podawana, jest masa mg odwaznika wzorcowego o nominalnej
masie 100 g; stowa w nawiasach mogg byé pominiete, jezeli w dokumencie podajgcym wynik zostato
gdziekolwiek zdefiniowane u).

1) "mg =100,021 47 g z (niepewnoscig standardowg ztozong) 1, = 0,35 mg",

2) "mg =100,021 47(35) g, gdzie liczba w nawiasach jest wartoscig (niepewnosci standardowej ztozonej) u,
odniesiong do ostatnich cyfr podawanego wyniku",

3) "mg =100,021 47(0,000 35) g, gdzie liczba w nawiasach jest wartoscig (niepewnosci standardowej
zlozonej) u, wyrazong w tej samej jednostce, co wynik",

4) "mg=(100,021 47 £ 0,000 35) g, gdzie liczba zapisana za symbolem % jest wartoscig (niepewnosci

standardowej ztozonej) u,, a nie jest przedziatem ufnosci”.

UWAGA Powinno sie unika¢, jezeli tylko jest to mozliwe, symbolu +, poniewaz tradycyjnie byt on stosowany do
zapisywania przedziatu odpowiadajgcego wysokiemu poziomowi ufnosci i stad moze by¢ mylony z niepewnoscig
rozszerzong (patrz 7.2.4). Poza tym, chociaz celem uwagi w 4) jest zapobiezenie takiej pomyice, piszac ¥ =y + uc(y)
mozna jednak, zwtaszcza gdy uwaga ta przypadkowo zostanie opuszczona, by¢ zle zrozumianym i zapis ten moze by¢
odebrany jako podanie niepewnos$ci rozszerzonej ze wspotczynnikiem rozszerzenia k =1, co znaczyloby, ze przedziat
y—uc(y) £ Y <y + uc(y) ma poziom ufnosci p wynikajacy z rozktadu normalnego (patrz G.1.3). Jak wykazano w 6.3.2
i w aneksie G takg interpretacje uc(y) trudno jest zwykle usprawiedliwic.

7.2.3 Podajgc wynik pomiaru, gdy miarg niepewnosci jest niepewnos¢ rozszerzona U = k u(y), nalezy:
a) podac petng definicje menzurandu 7Y,
b) poda¢ wynik pomiaru jako ¥ =y £ U i poda¢ jednostki y i U,

c) podac, gdy zachodzi tego potrzeba, wzgledng niepewnos¢ rozszerzong U/|y|, | yl# 0,
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d) poda¢ warto$¢ k przyjetg do obliczenia U [albo, dla wygody uzytkownika wyniku, poda¢ zaréwno k jak

Fu )1,

e) podac¢ przyblizong warto$¢ poziomu ufnosci zwigzanego z przedziatem y + U oraz podaé sposéb jego
wyznaczenia,

f) podac¢ informacje okreslong w 7.2.7 albo wymieni¢ opublikowany dokument, ktéry te informacje zawiera.

7.2.4 Gdy miarg niepewnosci jest niepewnosé rozszerzona U, preferuje sie, dla wiekszej jasnosci tekstu,
podawanie wartosci liczbowej wyniku pomiaru tak jak w nastepujgcym przyktadzie. (Stowa w nawiasach mogag
by¢ pominiete dla zwieztosci tekstu, jezeli w dokumencie podajgcym wynik zostaty gdziekolwiek zdefiniowane

U u,ik).

"mg = (100,021 47 + 0,000 79) g, gdzie liczba za symbolem = jest wartoscig (niepewnosci rozszerzonej)
U=ku, z U obliczonym dla (niepewnosci standardowej ztozonej) u,=0,35mg i (wspdiczynnika

rozszerzenia) k = 2,26 opartego na rozktadzie ¢-Studenta o liczbie stopni swobody v =9 i okreslajgcym
przedziat o poziomie ufnosci szacowanym na 95 %".

7.2.5 Jezeli w procesie pomiaru wyznacza sie rownocze$nie wiecej niz jeden menzurand, to jest, jezeli
w wyniku pomiaru otrzymuje si¢ estymaty dwoch lub wigcej wielkosci wyjsciowych y; (patrz H.2, H.3 i H.4),
wtedy dodatkowo, oprocz y; i u,(y;), nalezy poda¢ elementy macierzy kowariancji u(y;, yj) albo
elementy r(y;, yj) macierzy wspotczynnikéow korelacji (C.3.6, uwaga 2) (a najlepiej elementy obydwu
macierzy).

7.2.6 Wartosci liczbowe estymaty y i jej niepewnosci standardowej u ()) lub niepewnosci rozszerzonej U nie
powinny by¢ podawane z nadmierng liczba cyfr. Zwykle wystarcza podac¢ u(y) i U [jak réwniez niepewnosci
standardowe u(x;) estymat wielkosci wejsciowych x;] z najwyzej dwiema cyframi znaczacymi, chociaz

w niektorych przypadkach moze by¢ konieczne pozostawienie dodatkowych cyfr w celu unikniecia btedéw
zaokraglania w dalszych obliczeniach.

Przy podawaniu kohcowych wynikow moze byé czasami uzasadnione zaokrgglenie niepewnosci raczej w gore
anizeli do najblizszej cyfry. | tak na przyktad, u (y) = 10,47 mQ mogtoby by¢ zaokraglone w gére do 11 mQ.
Jednakze, ogdlne zasady zaokraglania powinny przewazy¢ i wartos$¢ takg jak u(x;) = 28,05 kHz nalezy
zaokragli¢ w doét do 28 kHz. Estymaty wielko$ci wyjsciowych i wielkosci wejsciowych powinny by¢ zaokraglone
tak, aby pod wzgledem liczby cyfr znaczgcych byly zgodne ze swoimi niepewnosciami; i tak, jesli
¥ =10,057 62 Q przy u (y) = 27 mQ, to y nalezy zaokragli¢ do 10,058 Q. Wspétczynniki korelacji powinny by¢
podane z dokfadnoscig do trzech cyfr, jesli ich wartosci bezwzgledne sg bliskie jednosci.

7.2.7 W szczegdtowym sprawozdaniu opisujgcym sposob otrzymywania wyniku pomiaru i jego niepewnosci

powinno sie postepowac¢ zgodnie z zaleceniami punktu 7.1.4, a wiec:

a) podawa¢ warto$¢ kazdej estymaty wielkosci wejsciowej x; i jej niepewnosci standardowej u(x;) wraz
Z opisem sposobu ich wyznaczenia,

b) podawac oszacowane kowariancje i wspétczynniki korelacji (najlepiej jedne i drugie) wszystkich estymat
wielkosci wejsciowych, ktére sg skorelowane oraz metody zastosowane do ich wyznaczenia,

c) podawac stopnie swobody dla niepewnos$ci standardowych kazdej estymaty wielkosci wejSciowej oraz
sposob ich wyznaczenia,

d) podawac zaleznosc¢ funkcyjng ¥ = f (X, X,, ..., X)) i, gdy bedzie sie to wydawato celowe, takze pochodne
czastkowe, czyli wspotczynniki wrazliwosci Of / Ox; . Nalezy takze podawa¢ wszelkie wspotczynniki
wyznaczone eksperymentalnie.

UWAGA Poniewaz zalezno$¢ funkcyjna f moze by¢ bardzo ztozona albo moze nie by¢ dana w sposéb jawny, tylko
w postaci programu komputerowego, nie zawsze istnieje mozliwo$¢ podania £ jej pochodnych. Funkcja f moze by¢ zatem
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opisana w kategoriach ogdélnych, a zastosowany program moze byé podany w odpowiednich materiatach. W takich
przypadkach wazng sprawg jest jasne okreslenie estymaty y menzurandu Y i sposobu okreslania jego niepewnosci
standardowej ztozonej u ().

8 Skrécona procedura wyznaczania i wyrazania niepewnosci

Kolejne etapy wyznaczania i wyrazania niepewnosci wyniku pomiaru metodami przedstawionymi
w Przewodniku mozna uporzgdkowa¢ nastepujgco:

1) Wyrazenie zaleznos$ci pomigdzy menzurandem Y i wielko$ciami wejsciowymi X;, od ktérych Y zalezy,
w postaci funkgji ¥ = (X}, X, ..., X;). Funkcja f powinna zawiera¢ wszystkie wielkosci, wigczajac w to

poprawki i wspétczynniki poprawkowe, uwzgledniajgce oddziatywania, ktére mogg wnosi¢ znaczace
sktadowe do niepewnosci wyniku pomiaru (patrz 4.1.114.1.2).

2) Okreslanie x; jako oszacowanych wartoéci wielkosci wejsciowych X, albo na podstawie analizy
statystycznej serii obserwaciji, albo za pomocg innych metod (patrz 4.1.3).

3) Wyznaczanie niepewnosci standardowych u(x;) dla kazdej estymaty x; wielkosci wejsciowej. Dla estymaty
otrzymanej na drodze statystycznej analizy serii obserwacji, niepewnos$ci standardowe u(x,) wyznacza si¢
tak jak podano w 4.2 (wyznaczanie niepewnos$ci metodg typu A). Dla estymat otrzymanych innymi
metodami, niepewnosci standardowe u(x;) wyznacza sie tak jak opisano w 4.3 (wyznaczanie niepewnosci
metodg typu B).

4) Wyznaczanie kowariancji zwigzanych z estymatami wartosci wielkosci wejsciowych skorelowanych
(patrz 5.2).

5) Obliczenie wyniku pomiaru, to jest estymaty y menzurandu Y z zaleznosci funkcyjnej £, uzywajac estymat
x; dla warto$ci wielkosci wejsciowych X, otrzymanym w punkcie 2 (patrz 4.1.4).

6) Okreslenie niepewnosci standardowej ztozonej u (y) wyniku pomiaru y na podstawie niepewnosci

standardowych i kowariancji zwigzanych z estymatami wartosci wielkosci wejsciowych, tak jak opisano
w rozdziale 5. Jezeli w pomiarze okresla sie réwnoczesnie wiecej niz jedng wielkos¢ wyjsciowa, nalezy
takze obliczy¢ ich kowariancje (patrz 7.2.5, H.2, H.3 i H.4).

7) Okreslenie, jezeli jest to konieczne, niepewnosci rozszerzonej U stuzacej do wyznaczania przedziatu od
y—U do y + U, ktory powinien obejmowa¢ duzg czes$¢ rozktadu wartosci, ktére mozna w sposob
uzasadniony przypisa¢ menzurandowi Y. Niepewno$¢ rozszerzong U oblicza sie mnozgc niepewnos$é
standardowg ztozong u,()’) przez wspdfczynnik rozszerzenia k, zwykle mieszczacy si¢ w zakresie od 2 do
3, czyli U=ku/y). Wartos¢ k wybiera sie na podstawie zgdanego poziomu ufnosci (patrz 6.2, 6.3,
a szczegolnie aneks G, w ktorym omoéwiony jest wybor wartosci k& wyznaczajgcej przedziat o poziomie
ufnodci bliskim wymaganej wartosci).

8) Podanie wyniku pomiaru y wraz z jego niepewnoscig standardowg ztozong u (y) lub niepewnoscig

rozszerzong U, tak jak to przedstawiono w 7.2.1 i 7.2.3, stosujgc ktdry$ ze sposobdw zalecanych w 7.2.2
i 7.2.4. Do wyniku pomiaru nalezy dotgczy¢, jak to podkre$lono takze w rozdziale 7, opis sposobu

wyznaczenia y i u(y) lub U.
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Aneks A

Zalecenia Grupy Roboczej i CIPM

A.1 Zalecenie INC-1 (1980)

Grupa Robocza d/s Okreslania Niepewnosci zostata powotana w pazdzierniku 1980 r. przez Miedzynarodowe
Biuro Miar (BIPM) w odpowiedzi na prosbe Miedzynarodowego Komitetu Miar (CIPM). Grupa przygotowata
szczegotowy raport przedstawiony do rozpatrzenia przez CIPM, zakonczony Zaleceniem INC-1 (1980) [2].
Oryginalny pierwotny tekst francuski jest przytoczony ponize;.

Expression des incertitudes expérimentales

Recommandation INC-1 (1980)

1)

2)

3)

4)

5)

L’incertitude d’un résultat de mesure compered généralement plusieurs composantes qui peuvent étre
groupées en deux catégories d’aprés la méthode utilisée pour estimer leuer valeur numérige:

A. celles qui sont évaluées a I'aide de méthodes statistiques,
B. celles qui sont évaluées par d’autres moyens.

C. Il n’y a pas toujours une correspondance simple entre le classemment dans les catégories A ou B
et le caractére «aléatoire» ou «systématique» utilisé antérieurement pour classer less incertitudes.
L’expression «incertitude systématique» est susceptible de conduire a des erreurs d’interprétation;
elle doit étre évitée.

Toute description détaillée de [lincertitude devrait comprendere une liste compélte de ses
composantes et indiquer pour chacune la méthode utilisée pour lui attribuer une valuer numérique.
Les composantes de la catégorie A sont caractérisées par les variances estimées s, (ou les «écarts-

types» estimés s, ) et les nombres v; de degrés de liberté. Le cas échéant, les covariances estimées
doivent étre données.

Les composantes de la catégorie B devraient étre caractérisées par des termes uf qui puissent étre
considérés comme des approximations des variances correspondantes dont on admet I'existence. Les
termes ujz peuvent étre traités comme des variances et les termes U; comme des «écarts-types».
Le cas échéant, les covariances doivent étre traitées de fagon analogue.

L’incertitude composée devrait étre caractérisée par la vauer obtenue en appliquant la méthode
usuelle de combinaison des variances. L’'incertitude composée ainsi que ses composantes devraient
étre exprimées sous la forme d’«écart-types».

Si pour des utilisations particulieres on est amené a multipleir par un facteur I'incertitude composée
afin d’obtenir une incertitude globale, la valeur numériqge de ce facteur doit toujours étre donnée.

30
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A.2

Zalecenie 1 (CI-1981)

CIPM zapoznat sie z raportem przedtozonym mu przez Grupe Roboczg d/s Okreslania Niepewnosci i na swym
70. posiedzeniu, w pazdzierniku 1981 r. [3] przyjat zalecenie:

Zale

cenie 1 (CI-1981)

Wyrazenie niepewnosci eksperymentalnych
Miedzynarodowy Komitet Miar
zwazywszy na

potrzebe znalezienia uzgodnionego sposobu wyrazania niepewnosci pomiaru w metrologii,
wysitki poczynione w tym celu przez wiele organizacji na przestrzeni wielu lat,

zachecajgcy postep dokonany w poszukiwaniu akceptowalnego rozwigzania, bedacy wynikiem dyskusiji
Grupy Roboczej d/s Wyrazania Niepewnosci, ktére odbyty sie w BIPM w 1980 r.,

uznaje

ze propozycje Grupy Roboczej mogg stanowi¢ podstawe do ewentualnego uzgodnienia sposobu
wyrazania niepewnosci,

zaleca

A3

aby propozycje Grupy Roboczej byty szeroko rozpowszechnione,

aby BIPM podjgt prébe stosowania zasad tu podanych do miedzynarodowych poréwnan
przeprowadzanych pod jego auspicjami w najblizszych latach,

aby inne zainteresowane organizacje byty zachecane do sprawdzenia i badania tych propozycji oraz do
przekazywania swoich uwag i komentarzy do BIPM,

aby po dwéch albo trzech latach BIPM zdato sprawozdanie na temat stosowania tych propozycji.

Zalecenie 1 (CI-1986)

CIPM kontynuowat rozwazania na temat wyrazania niepewnosci na swym 75. posiedzeniu, w pazdzierniku
1986 r. [4] i przyjat zalecenie:

Zalecenie 1 (CI1-1986)

Wyrazenie niepewnosci w pracach prowadzonych pod auspicjami CIPM

Miedzynarodowy Komitet Miar,

biorgc pod uwage przyjecie przez Grupe Roboczg d/s Okreslania Niepewnosci Zalecenia INC-1 (1980)
i przyjecie przez CIPM Zalecenia 1 (CI-1981),

zwazywszy, ze niektérzy czionkowie Komitetu Konsultacyjnego mogg potrzebowac objasnienia tego
Zalecenia w odniesieniu do prac przez nich prowadzonych, szczegdlnie prac zwigzanych z poréwnaniami
miedzynarodowymi, zauwaza, ze paragraf 5 Zalecenia INC-1 (1980) odnoszacy sie do specjalnych
zastosowan, szczegolnie takich, ktére majg znaczenie handlowe, jest obecnie rozwazany przez grupe
roboczg Miedzynarodowej Organizacji Normalizacyjnej (ISO) reprezentujaca I1ISO, OIML i IEC, za zgoda
i przy wspotpracy CIMP, prosi, aby paragraf 4 Zalecenia INC-1 (1980) byt stosowany przy podawaniu
wynikow przez wszystkich uczestniczacych we wszystkich miedzynarodowych poréwnaniach i innych
pracach wykonywanych pod auspicjami CIPM i Komitetu Konsultacyjnego i aby niepewnos¢ ztozona
sktadajgca sie z niepewnosci typu A i typu B byla podana w formie pojedynczego odchylenia
standardowego.
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Aneks B

Ogodlne terminy metrologiczne

B.1 Zrédto definicji

Podane nizej definicje ogdlnych termindéw metrologicznych zwigzanych merytorycznie z trescig Przewodnika
zaczerpnieto z drugiego wydania Miedzynarodowego stownika podstawowych i ogélnych terminéw metrologii*
[6] (w skrocie VIM) opublikowanego przez Miedzynarodowg Organizacje Normalizacyjng (1ISO) w imieniu
siedmiu organizaciji, ktére wspieraty jego opracowanie oraz desygnowaty ekspertéw do jego opracowania. Byty
to: Miedzynarodowe Biuro Miar (BIPM), Miedzynarodowa Komisja Elektryczna (IEC), Miedzynarodowa
Federacja Chemii Klinicznej (IFCC), Miedzynarodowa Organizacja Normalizacyjna (1SO), Miedzynarodowa
Unia Chemii Czystej i Stosowanej (IUPAC), Miedzynarodowa Unia Fizyki Teoretycznej i Stosowanej (IUPAP),
Miedzynarodowa Organizacja Metrologii Prawnej (OIML). Stownik VIM powinien by¢ pierwszym zrédtem,
w ktérym nalezy szukaé definicji terminéw nie zdefiniowanych w niniejszym dodatku lub w tekscie
Przewodnika.

UWAGA Niektore podstawowe terminy i pojecia statystyczne podano w aneksie C. Terminy "warto$¢ prawdziwa", "btad"
i "niepewnos¢" sg ponadto omawiane w aneksie D.

B.2 Definicje

Podobnie jak w rozdziale 2, ujete w nawias stowa w nazwie pojecia mozna opuscic, jezeli ich pominiecie nie
powoduje nieporozumien.

Terminy wyréznione w uwagach do definicji grubg czcionkg sg dodatkowymi terminami metrologicznymi
zdefiniowanymi bezposrednio lub posrednio w tych uwagach (patrz takze [6]).

B.2.1
wielkosé (mierzalna)
cecha zjawiska, ciata lub substancji, ktérg mozna wyréznié jako$ciowo i wyznaczy¢ iloSciowo

UWAGA 1 Termin wielko$¢ moze sie odnosi¢ do wielkosci w znaczeniu ogdlnym (Przyktad 1) lub do wielko$ci w znaczeniu
szczegolnym, to znaczy do wielkosci okreslonej (Przyktad 2).

PRZYKLAD 1 Wielkosci w znaczeniu ogolnym: dtugosé, czas, masa, temperatura, opor elektryczny, stezenie molowe.
PRZYKLAD 2 Wielkosci okreslone:

— dtugosc¢ danego preta,

— opor elektryczny danej probki drutu,

— stezenie ilosci etanolu w danej prébce wina.

UWAGA 2 Wielkosci, ktére mozna klasyfikowa¢ jedne wzgledem drugich w porzadku rosngcym (lub malejgcym), sg
nazywane wielkosciami tego samego rodzaju.

UWAGA 3 Wielkosci tego samego rodzaju mozna grupowac w kategorie wielkosci, na przyktad:
— praca, ciepto, energia,
— grubos¢, obwdd, dtugoscé fali.

UWAGA 4 Symbole wielkosci podane sg w normie ISO 31*.

[VIM:1993, definicja 1.1]

* Przypis do wersji 2008:

Trzecie wydanie stownika zostato opublikowane w 2008 roku pod tytutem JCGM 200:2008 Migdzynarodowy stownik
metrologii — Pojecia podstawowe i ogdlne oraz terminy z nim zwigzane (VIM).
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B.2.2

wartosé (wielkosci)

wyrazenie ilosciowe wielkosci okreslonej na ogét w postaci iloczynu liczby i jednostki miary
PRZYKELAD 1  Diugos¢ preta: 5,34 m lub 534 cm

PRZYKLAD 2 Masa ciata: 0,152 kg lub 152 g

PRZYKLAD 3  llo$¢ substancji probki wody (H,0): 0,012 mol lub 12 mmol

UWAGA 1 Wartos¢ wielko$ci moze by¢ dodatnia, ujemna lub zero.
UWAGA 2 Wartos¢ wielkosci moze by¢ wyrazona na wiecej niz jeden sposobow.
UWAGA 3 Wartosci wielkosci o wymiarze jeden sg na ogét wyrazane w postaci samych liczb.

UWAGA 4 Wielkosé, ktérej nie mozna wyrazi¢ jako jednostke miary pomnozong przez liczbe, mozna wyrazi¢ odwotujgc
sie do umownej skali odniesienia lub do konkretnej procedury pomiarowej lub do obu jednoczesnie.

[VIM:1993, definicja 1.18]

B.2.3
wartos¢ prawdziwa (wielkosci)
wartos$¢ zgodna z definicjg wielkosci okreslone;j

UWAGA 1 Jest to wartos¢, jakg uzyskatoby sie jako wynik bezbtednego pomiaru.
UWAGA 2 Wartosci prawdziwe sg ze swej natury nieznane.

UWAGA 3 Moze istnie¢ wiele warto$ci odpowiadajgcych definicji danej wielkosci okreslone;.
[VIM:1993, definicja 1.19]

Komentarz Przewodnika: Poréwnaj aneks D, w szczegdélnosci D.3.5, w ktorym wyjasniono przyczyny
nieuzywania w Przewodniku terminu "warto$¢ prawdziwa" i traktowania terminéw "warto$¢ prawdziwa
menzurandu” (lub wielkosci) i "warto$s¢ menzurandu” (lub wielkosci) jako synonimy.

B.2.4

warto$¢ umownie prawdziwa (wielkosci)

warto$¢ przypisana wielkosci okreslonej i uznana, niekiedy umownie, jako wartos¢ wyznaczona
Z niepewnoscig akceptowalng w danym zastosowaniu

PRZYKLAD 1 W danym miejscu, wartos¢ przypisana wielkosci realizowanej przez wzorzec odniesienia moze by¢
uwazana jako wartos¢ umownie prawdziwa.

PRZYKLAD 2 CODATA (1986) zalecito nastepujgcg warto$é dla statej Avogadra: 6,022 136 7 x 102 mol™.
UWAGA 1 "Warto$¢ umownie prawdziwa" jest niekiedy nazywana wartoscia przypisana, najlepszym oszacowaniem
wartosci, wartoscia umowng lub wartoscig odniesienia. Terminu "warto$¢ odniesienia" w tym znaczeniu nie nalezy

myli¢ z terminem "warto$¢ odniesienia" stosowanym w znaczeniu jak w uwadze do definicji 5.7 w VIM:1993.

UWAGA 2 W celu ustalenia warto$ci umownie prawdziwej wykorzystuje sie czesto duzg liczbe wynikéw pomiaru.
[VIM:1993, definicja 1.20]

Komentarz Przewodnika: Patrz komentarz Przewodnika do B.2.3.

* Przypis do wersji 2008:

Seria norm I1SO 31 jest w trakcie przegladu jako seria norm ISO 80000 i IEC 80000. (Niektére z tych dokumentéw sg juz
opublikowane.)
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B.2.5
pomiar
zbidr operacji majgcych na celu wyznaczenie wartosci wielkosci

UWAGA Przebieg tych operacji moze by¢ zautomatyzowany.
[VIM:1993, definicja 2.1]

B.2.6
zasada pomiaru
naukowa podstawa pomiaru

PRZYKLAD 1  Zjawisko termoelektryczne wykorzystane do pomiaru temperatury.
PRZYKLAD 2 Zjawisko Josephsona wykorzystane do pomiaru napiecia elektrycznego.
PRZYKLAD 3 Zjawisko Dopplera wykorzystane do pomiaru predkosci.

PRZYKLAD 4 Zjawisko Ramana wykorzystane do pomiaru liczby falowej drgan molekularnych.
[VIM:1993, definicja 2.3]

B.2.7
metoda pomiarowa
logiczny cigag wykonywanych podczas pomiaru operacji, opisanych w sposob ogdiny

UWAGA Metody pomiarowe mogg by¢ okreslane w rézny sposdéb, np.
— metoda podstawienia
— metoda réznicowa

— metoda zerowa.
[VIM:1993, definicja 2.4]

B.2.8

procedura pomiarowa

zbidr operacji opisanych w sposob szczegdtowy i realizowanych podczas wykonywania pomiaréw zgodnie
z dang metodg

UWAGA  Procedura pomiarowa jest zazwyczaj opisana w dokumencie, ktdry sam nosi nazwe "procedura pomiarowa"

(albo metoda pomiarowa) i jest wystarczajgco szczegotowy, aby operator mogt przeprowadzi¢ pomiar bez potrzeby
dodatkowych informaciji.

[VIM:1993, definicja 2.5]

B.2.9
menzurand
wielkos¢ okreslona, stanowigca przedmiot pomiaru

PRZYKLAD Cisnienie pary danej probki wody przy 20 °C.

UWAGA Okreslenie menzurandu moze wymagac wskazania innych wielkosci, takich jak czas, temperatura i ci$nienie.
[VIM:1993, definicja 2.6]

B.2.10
wielkosé wpltywajaca
wielko$¢ nie bedgca menzurandem, ale ktéra ma wptyw na wynik pomiaru

PRZYKLAD 1 Temperatura mikrometru podczas pomiaru diugosci.

PRZYKLAD 2 Czestotliwo$¢ podczas pomiaru amplitudy przemiennego napiecia elektrycznego.
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PRZYKLAD 3 Stezenie bilirubiny podczas pomiaru stezenia hemoglobiny w prébce plazmy krwi ludzkiej.
[VIM:1993, definicja 2.7]

Komentarz Przewodnika: Uwaza sie, ze definicja wielkosci wptywajgcej zalicza do wielkosci wptywajgcych
wartosci zwigzane z wzorcami, materiatami odniesienia i danymi odniesienia, od ktérych moze zaleze¢ wynik
pomiaru, a takze zjawiska takie jak krétkookresowe fluktuacje wtasciwosci przyrzadéw pomiarowych i wielko$ci
takie jak temperatura otoczenia, cisnienie atmosferyczne i wilgotnosc.

B.2.11
wynik pomiaru
wartosé przypisana menzurandowi, uzyskana drogg pomiaru

UWAGA 1 Gdy podaje sie wynik, nalezy wyraznie zaznaczy¢, czy dotyczy on:
— wskazania

— wyniku surowego

— wyniku poprawionego

i czy jest srednig uzyskang z wielu obserwac;ji.

UWAGA 2 Catkowite wyrazenie wyniku pomiaru zawiera dane dotyczgce niepewnos$ci pomiaru.
[VIM:1993, definicja 3.1]

B.2.12
wynik surowy
wynik pomiaru przed korekcjg btedu systematycznego

[VIM:1993, definicja 3.3]

B.2.13

wynik poprawiony

wynik pomiaru po korekcji btedu systematycznego
[VIM: 1993, definicja 3.4]

B.2.14
doktadnos$¢é pomiaru
stopien zgodnosci wyniku pomiaru z wartoscig prawdziwg menzurandu

UWAGA 1 Pojecie "doktadnosci" ma charakter jakosciowy.

UWAGA 2 Nie nalezy stosowac terminu precyzja zamiast terminu "doktadnosc¢".
[VIM:1993, definicja 3.5]
Komentarz Przewodnika: Patrz Komentarz Przewodnika do B.2.3.

B.2.15

powtarzalnos¢ (wynikéw pomiaréw)

stopien zgodnosci wynikéw kolejnych pomiaréw tego samego menzurandu, wykonywanych w tych samych
warunkach pomiarowych

UWAGA 1 Warunki te sg nazywane warunkami powtarzalnosci.

UWAGA 2 Warunki powtarzalnosci obejmuja:
— te samg procedure pomiarowa,

— tego samego obserwatora,
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— ten sam przyrzad pomiarowy stosowany w tych samych warunkach,
— to samo miejsce,

— powtarzanie w krétkich odstepach czasu.

UWAGA 3 Powtarzalno$¢ mozna wyrazac ilosciowo za pomocg charakterystyk rozrzutu wynikow.
[VIM:1993, definicja 3.6]

B.2.16

odtwarzalnos¢é (wynikéw pomiaréw)

stopien zgodnosci wynikow pomiaréw tego samego menzurandu, wykonywanych w zmienionych warunkach
pomiarowych

UWAGA 1 Aby wyrazenie odtwarzalno$ci byto jednoznaczne, nalezy okresli¢ wszystkie warunki podlegajgce zmianom.

UWAGA 2 Warunki podlegajgce zmianom mogg obejmowac:
— zasade pomiaru,

— metode pomiaru,

— obserwatora,

— przyrzad pomiarowy,

— etalon odniesienia,

— miejsce,

— warunki stosowania,

— czas.
UWAGA 3 Odtwarzalno$¢ mozna wyrazac¢ ilosciowo za pomocg charakterystyk rozrzutu wynikéw.

UWAGA 4 Rozwazane wyniki sg zwykle wynikami poprawionymi.
[VIM:1993, definicja 3.7]

B.2.17
odchylenie standardowe eksperymentalne

parametr s(q,) charakteryzujgcy rozrzut wynikéw serii n pomiaréw tego samego menzurandu, okreslony
wzorem

s(q,) =

w ktérym g, oznacza wynik k-tego pomiaru, a g jest $rednig arytmetyczng n rozwazanych wynikow

UWAGA 1  Traktujgc serie n wartosci jako probke pobrang z populacji wartosci o pewnym rozktadzie, mozna powiedziec¢,
ze Srednia g jest nieobcigzonym estymatorem wartosci oczekiwane;j Hg, @ 52 (g ) jest nieobcigzonym estymatorem

wariancji o2 tego rozktadu.

UWAGA 2 Woyrazenie s(qk)/x/;jest estymatorem odchylenia standardowego rozktadu zmiennej losowej g i jest
nazywane odchyleniem standardowym eksperymentalnym sredniej.

UWAGA 3 "Odchylenie standardowe eksperymentalne $redniej" bywa niekiedy nazywane niestusznie biedem
standardowym sredniej.

UWAGA 4  Przyjete z VIM:1993, definicja 3.8.

36 ©JCGM 2008 — wszelkie prawa zastrzezone



JCGM 100:2008

Komentarz Przewodnika: Niektore z oznaczen uzytych w VIM zostaty zmienione w celu osiggniecia zgodnosci
z oznaczeniami uzytymi w podrozdziale 4.2 Przewodnika.

B.2.18

niepewnos¢ (pomiaru)

parametr zwigzany z wynikiem pomiaru, charakteryzujgcy rozrzut wartosci, ktére mozna w uzasadniony
sposob przypisa¢ menzurandowi

UWAGA 1 Takim parametrem moze by¢, na przyktad, odchylenie standardowe (lub jego wielokrotnos$é), albo potowa
szerokosci przedziatu odpowiadajgcego okreslonemu poziomowi ufnosci.

UWAGA 2 Niepewno$¢ pomiaru zawiera na ogoét wiele sktadowych. Niektére z nich mozna wyznaczy¢ na podstawie
rozktadu statystycznego wynikéw szeregu pomiarédw i mozna je scharakteryzowa¢ odchyleniem standardowym
eksperymentalnym. Inne sktadowe, ktére mogg byé¢ réowniez charakteryzowane odchyleniami standardowymi, wyznacza
sie na podstawie rozktadéw prawdopodobienstwa opartych na doswiadczeniu lub na innych informacjach.

UWAGA 3 Przyjmuje sie, ze wynik pomiaru stanowi najlepsze oszacowanie wartosci menzurandu i ze wszystkie sktadowe

niepewnosci, wigcznie z tymi, ktére pochodzg od efektédw systematycznych, jak na przyktad sktadowe zwigzane
z poprawkami lub z wzorcami odniesienia, wnoszg swoj udziat do rozrzutu.

[VIM:1993, definicja 3.9]

Komentarz Przewodnika: W VIM stwierdzono, ze niniejsza definicja i uwagi sg identyczne z zamieszczonymi
w Przewodniku (patrz 2.2.3).

B.2.19
blad (pomiaru)
réznica miedzy wynikiem pomiaru a wartoscig prawdziwg menzurandu

UWAGA 1 Poniewaz wartos¢ prawdziwa nie moze by¢ okreslona, stosuje sie w praktyce warto§¢ umownie prawdziwg
(patrz B.2.3i1 B.2.4).

UWAGA 2 Jezelitrzeba rozréznia¢ miedzy "btedem" i "btedem wzglednym", to pierwszy bywa niekiedy nazywany btedem
bezwzglednym pomiaru. Nie nalezy go myli¢ z wartoscig bezwzgledna btedu, kitéra jest modutem btedu.

[VIM:1993, definicja 3.10]

Komentarz Przewodnika: Jezeli wynik pomiaru zalezny od wartosci wielkosci innych niz menzurand, to btedy
zmierzonych wartosci tych wielkosci wnoszg wktad do btedu wyniku pomiaru. Zobacz takze Komentarz
Przewodnika do B.2.22 i B.2.3.

B.2.20
btad wzgledny
stosunek btedu pomiaru do wartosci prawdziwej menzurandu

UWAGA Poniewaz wartosci prawdziwej nie mozna wyznaczy¢, w praktyce stosuje sie warto$¢ umownie prawdziwg [patrz
VIM:1993, definicje 1.19 (B.2.3) i 1.20 (B.2.4)].

[VIM:1993, definicja 3.12]
Komentarz Przewodnika: Patrz komentarz Przewodnika do B.2.3.

B.2.21

btad przypadkowy

réznica miedzy wynikiem pomiaru a Ssrednig z nieskonczonej liczby wynikow pomiaréw tego samego
menzurandu, wykonanych w warunkach powtarzalnosci

UWAGA 1 Biad przypadkowy jest rowny btedowi pomiaru minus btad systematyczny.

UWAGA 2 Poniewaz mozna wykonac tylko skonczong liczbe pomiaréw, mozna wiec dokonac jedynie oszacowania btedu
przypadkowego.

[VIM:1993, definicja 3.13]
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Komentarz Przewodnika: Patrz Komentarz Przewodnika do B.2.22.

B.2.22

btad systematyczny

réznica miedzy $rednig z nieskonczonej liczby pomiaréw tego samego menzurandu, wykonanych
w warunkach powtarzalnosci, a warto$cig prawdziwg menzurandu

UWAGA 1 Btad systematyczny jest réwny btedowi minus bigd przypadkowy.
UWAGA 2 Podobnie jak warto$¢ prawdziwa, btgd systematyczny i jego przyczyny nie mogg by¢ znane doktadnie.

UWAGA 3 W odniesieniu do przyrzgdu pomiarowego, patrz "odchylenie" (VIM:1993, definicja 5.25).
[VIM:1993, definicja 3.14]

Komentarz Przewodnika: Btad wyniku pomiaru (patrz B.2.19) moze by¢ czesto rozwazany jako btad
pochodzacy od pewnej liczby przypadkowych i systematycznych oddziatywan wnoszgcych wtasne sktadowe
btedu do btedu wyniku pomiaru. Patrz takze Komentarz Przewodnika do B.2.19 i do B.2.3.

B.2.23
poprawka
wartos¢ dodana algebraicznie do surowego wyniku pomiaru w celu skompensowania btedu systematycznego

UWAGA 1 Poprawka jest rowna wartosci oszacowanego btedu systematycznego ze znakiem przeciwnym.
UWAGA 2 Poniewaz bigd systematyczny nie moze by¢ znany doktadnie, kompensacja nie moze by¢ zupetna.
[VIM:1993, definicja 3.15]

B.2.24

wspotczynnik poprawkowy

wspotczynnik liczbowy, przez ktéry nalezy pomnozy¢ surowy wynik pomiaru, aby skompensowac bigd
systematyczny

UWAGA Poniewaz btad systematyczny nie moze by¢ znany dokfadnie, kompensacja nie moze by¢ zupetna.

[VIM:1993, definicja 3.16]
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Aneks C

Podstawowe terminy i pojecia statystyczne

C.1 Zrédto definicji

Definicje podstawowych termindéw statystycznych podanych w niniejszym aneksie pochodzg z Normy 1SO
3534-1:1993* [7]. Tam tez nalezy przede wszystkim szuka¢ definicji termindw nie zamieszczonych w tym
aneksie. Niektére z tych terminéw i stanowigce ich podstawe pojecia zostaty bardziej szczegétowo omdwione
w czesci C.3 aneksu, podczas gdy w czesci C.2 podano tylko ich formalne definicje, co ma to utatwic
korzystanie z Przewodnika. Cze$¢ C.3, ktéra zawiera takze definicje pewnych terminéw pokrewnych, nie jest
bezposrednio oparta na ISO 3534-1:1993.

C.2 Definicje

Podobnie jak w czesci B.2 aneksu B, ujete w nawias stowa w nazwie pojecia mozna opuscié, jezeli ich
pominiecie nie powoduje nieporozumien.

Terminy od C.2.1 do C.2.14 zdefiniowano w kategoriach wtasciwosci populacji. Definicje terminéw od C.2.15
do C.2.31 sg zwigzane z serig obserwacji (patrz pozycja [7]).

C.21
prawdopodobienstwo
liczba rzeczywista z przedziatu od 0 do 1, zwigzana ze zdarzeniem losowym

UWAGA Moze by¢ ono zwigzane ze wzgledng czestoscig wystepowania zdarzenia w dtugim okresie lub stopniem
pewnosci, ze zajdzie pewne zdarzenie. Dla wysokiego stopnia pewnosci prawdopodobienstwo jest bliskie jednosci.

[ISO 3534-1:1993, definicja 1.1]

C.22

zmienna losowa

zmienna

zmienna, ktéra moze przybieraé dowolng wartos¢ z okreslonego zbioru i z ktérg zwigzany jest rozktad
prawdopodobienistwa [ISO 3534-1:1993, definicja 1.3 (C.2.3)]

UWAGA 1 Zmienna losowa, ktéra moze przyjmowac tylko izolowane wartosci nazywana jest zmienng "dyskretng".
Zmienna losowa, ktéra moze przyjmowac¢ dowolng warto$¢ ze skonczonego lub nieskonczonego przedziatu nazywana jest
zmienng "ciggta".

UWAGA 2 Prawdopodobienstwo zdarzenia A oznacza sie Pr(A) lub P(A).

[1SO 3534-1:1993, definicja 1.2]

Komentarz Przewodnika: W Przewodniku uzywa si¢ oznaczenia Pr(A), zamiast oznaczenia P.(A) przyjetego
w I1SO 3534-1:1993.

Cc.23

rozklad prawdopodobienstwa (zmiennej losowej)

funkcja okreslajgca prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa przyjmuje okreslong wartos¢ lub nalezy do
okreslonego zbioru wartosci

* Przypis do wersji 2008:

Norma I1SO 3534-1:1993 zostata anulowana i zastgpiona przez norme ISO 3534-1:2006. Nalezy zauwazy¢, ze niektére
terminy i definicje zostaty zmienione. Wiecej informacji mozna znalez¢ w najnowszym wydaniu.
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UWAGA Prawdopodobienstwo dla catego zbioru wartosci zmiennej losowej jest réwne 1.
[1ISO 3534-1:1993, definicja 1.3]

C.24
dystrybuanta
funkcja okreslajgca, dla kazdej wartosci x prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X bedzie mniejsza lub

réwna wartosci x:
F(x)=Pr(X <x)
[ISO 3534-1:1993, definicja 1.4]

C.25
funkcja gestosci prawdopodobienstwa (dla zmiennej losowej ciggtej)
pochodna (jezeli istnieje) dystrybuanty:

f(x)=dF(x)/dx
UWAGA  f(x)dx jest "elementem prawdopodobienstwa":
F(¥)dx =Pr (x < X < x + dv)
[ISO 3534-1:1993, definicja 1.5]

C.2.6
funkcja prawdopodobienstwa

funkcja okreslajgca, dla kazdej warto$ci x; zmiennej losowej dyskretnej X prawdopodobieristwo p;, ze zmienna
losowa jest rowna x;:

p; = Pr(X = x,-)
[ISO 3534-1:1993, definicja 1.6]
C.2.7

parametr
wielko$¢ uzywana do opisu rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej

[ISO 3534-1:1993, definicja 1.12]

C.2.8

korelacja

zalezno$¢ miedzy dwiema lub kilkoma zmiennymi losowymi w rozktadzie dwdch lub wiecej zmiennych
losowych

UWAGA Wiekszos¢ statystycznych miar korelacji mierzy jedynie stopien zaleznosci liniowe;.
[ISO 3534-1:1993, definicja 1.13]

C.29

wartos¢ oczekiwana (zmiennej losowej lub rozktadu prawdopodobienstwa)

srednia

1) Dla zmiennej losowej dyskretnej X przyjmujgcej wartosci x; z prawdopodobienstwami p; warto$¢
oczekiwana, jezeli istnieje, jest rowna

p=E(X)=2 px,

gdzie suma rozcigga si¢ na wszystkie wartosci x;, ktére mozne przyjaé X.
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2) Dla zmiennej losowej ciagtej X, majgcej funkcje gestosci prawdopodobienstwa f'(x) warto$¢ oczekiwana,
jezeli istnieje, jest réwna

U= E(X)sz f(X)dX
gdzie catkowanie przebiega w przedziale zmiennosci X.
[ISO 3534-1:1993, definicja 1.18]

Cc.2.10
zmienna losowa centrowana
zmienna losowa, ktérej wartos¢ oczekiwana réwna jest zero

UWAGA Jezeli zmienna losowa X ma warto$¢ oczekiwang rowng £, to odpowiadajgca jej zmienna losowa centrowana
jest rowna (X — p).

[ISO 3534-1:1993, definicja 1.21]

c.2.11
wariancja (zmiennej losowej lub rozktadu prawdopodobienstwa)
warto$¢ oczekiwana kwadratu zmiennej losowej centrowanej [ISO 3534-1:1993, definicja 1.21 (C.2.10)]:

o =V(X)= E{[X —E(X)]z}

[ISO 3534-1:1993, definicja 1.22]

C.212
odchylenie standardowe (zmiennej losowej lub rozktadu prawdopodobienstwa)
dodatni pierwiastek kwadratowy z warianciji:

[ISO 3534-1:1993, definicja 1.23]

C.213
moment centralny 2 rzedu g
w jednowymiarowym rozktadzie prawdopodobienstwa, warto$¢ oczekiwana g-tej potegi centrowanej zmiennej

losowej (X — 4):

£l (x-ny']
UWAGA Moment centralny rzedu 2 jest wariancjg [ISO 3534-1:1993, definicja 1.22 (C.2.11)] zmiennej losowej X.
[ISO 3534-1:1993, definicja 1.28]
C.2.14

rozktad normalny
rozktad Laplace'a-Gaussa

rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciggtej X, majacy funkcje gestosci prawdopodobienstwa rowng

1 1 x—puY
f(x)zo_ — exp _E( j

dla —o < x < +o0.

2) Zastepujgc w definicji momentoéw wielkosci X, X—a, Y, Y-b, itd. ich warto$ciami bezwzglednymi (modutami), tj. | X],
|X=al, |Y], |Y-b| itd., definiuje sie momenty bezwzgledne, nazywane "momentami absolutnymi".
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UWAGA  u jest wartoscig oczekiwang, a o jest odchyleniem standardowym rozktadu normalnego.
[1ISO 3534-1:1993, definicja 1.37]

C.2.15
wilasciwosé
wiasnos¢ umozliwiajgca identyfikacje lub rozréznianie jednostek w danej populacii

UWAGA Wiasciwos¢ moze by¢ zaréwno iloSciowa (wyrazana za pomocg zmiennych) jak i jakosciowa (wyrazana za
pomocg atrybutéw).

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.2]

C.2.16
populacja
zbidr wszystkich rozpatrywanych jednostek

UWAGA W przypadku zmiennej losowej uwaza sie, ze rozktad prawdopodobienstwa [ISO 3534-1:1993 definicja 1.3
(C.2.3)] okresla populacije tej zmienne;.

[1SO 354-1:1993, definicja 2.3]

C.2.17
czestosé
liczba wystgpien zdarzenia danego rodzaju lub liczba obserwacji nalezgcych do okreslonej klasy

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.11]

C.2.18
rozklad czestosci
empiryczna zaleznos¢ miedzy wartosciami wiasciwosci i ich czestosciami lub czestosciami wzglednymi

UWAGA Rozktad moze by¢ przedstawiony graficznie jako histogram (ISO 3543-1:1993, definicja 2.17), diagram stupkowy
(ISO 3534-1:1993, definicja 2.18), wielobok czestosci skumulowanej (ISO 3534-1:1993, definicja 2.19) lub jako tablica
dwudzielcza (1ISO 3534-1:1993, definicja 2.22).

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.15]

C.219

$rednia arytmetyczna

przecietna

suma wartosci dzielona przez liczbe wartosci

UWAGA 1 Termin "$rednia arytmetyczna" jest stosowany zwykle wtedy, kiedy dotyczy parametru populacji, a termin
"Srednia" wtedy, kiedy dotyczy wyniku obliczen na podstawie danych otrzymanych z préby.

UWAGA 2 Srednia arytmetyczna z prostej préby losowej pobranej z populaciji jest nieobcigzonym estymatorem warto$ci
oczekiwanej w tej populacji. Jednakze czasami sg stosowane inne estymatory, takie jak $rednia geometryczna albo
harmoniczna lub mediana albo moda.

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.26]

C.2.20

wariancja

miara rozproszenia, bedgca sumg kwadratéw odchylen obserwacji od ich wartosci $redniej podzielona przez
liczbe obserwacji

PRZYKLAD Dla n obserwacji x1, x, ..., X;;, majacych wartos¢ srednig

x=(1/n)> x;

wariancja jest réwna
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21 -2
§°=— E X;—Xx
n—1 (i =)
UWAGA 1 Wariancja z probki jest nieobcigzonym estymatorem wariancji populacii.

UWAGA 2  Wariancja jest iloczynem n/(n — 1) i momentu centralnego rzedu 2 (patrz uwaga do ISO 3534-1:1993,
definicja 2.39).

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.33]

Komentarz Przewodnika: Wtasciwszg nazwa zdefiniowanej tu wariancji bytoby "estymata wariancji populaciji
na podstawie proby". Wariancjg z préby natomiast nazywa sie¢ zwykle moment centralny rzedu 2 z préby
(patrz C.2.13i C.2.22).

c.2.21
odchylenie standardowe
dodatni pierwiastek kwadratowy z wariancji

UWAGA Odchylenie standardowe prébki jest estymatorem odchylenia standardowego populacji
[1ISO 3534-1:1993, definicja 2.34]

C.2.22

moment centralny rzedu g
w rozkfadzie jednej wiasciwosci Srednia arytmetyczna roznic miedzy zaobserwowanymi wartosciami i ich

wartosciag Srednig podniesionych do potegi g:
1 —
- Z (x; =)
n iz

gdzie n jest liczbg obserwaciji

UWAGA Moment centralny rzedu 1 jest rowny zero.

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.37]

C.2.23
statystyka
funkcja zmiennych losowych w prébie

UWAGA Statystyka, jako funkcja zmiennych losowych, jest takze zmienng losowg i moze przyjmowac rézne wartosci od
préby do proby. Wartos¢ statystyki, otrzymana na podstawie tej funkcji z wykorzystaniem zaobserwowanych wartosci
zmiennych losowych, moze by¢ uzyta w tescie statystycznym lub jako oszacowanie parametru populacji, takiego jak
wartos¢ srednia lub odchylenie standardowe.

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.45]

C.2.24

estymacja

operacja majgca na celu przypisanie, na podstawie obserwacji w probie, liczbowych wartosci parametrom
rozktadu wybranego jako model statystyczny populacji, z ktérej ta préba zostata pobrana

UWAGA Wynik tej operacji moze by¢ wyrazony jako pojedyncza warto$¢ [estymacja punktowa; patrz ISO 3534-1:1993,
definicja 2.51 (C.2.26) lub jako estymacja przedziatowa [patrz ISO 3534-1:1993, definicja 2.57 (C.2.27) i 2.58 (C.2.28)].

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.49]

C.2.25
estymator
statystyka stosowana do estymaciji parametru populacji

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.50]
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C.2.26
estymata
warto$¢ estymatora otrzymana w wyniku estymac;ji

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.51]

C.2.27
dwustronny przedziat ufnosci

jezeli T, i T, sa funkcjami obserwacji zmiennej losowej takimi, ze jezeli @ jest parametrem populacji
podlegajgcym oszacowaniu, a prawdopodobienstwo Pr (7} < < T)) jest co najmniej réwne (1 - &) [gdzie
(1- ) jest ustalong liczbg, dodatnig i mniejszg niz 1], to przedziat migdzy 7, i 7, jest dwustronnym
przedziatem ufnosci @ dla poziomu ufnosci (1 — ).

UWAGA 1 Granice T} i T, przedziatu ufnosci sg statystykami [ISO 3534-1:1993, definicja 2.45 (C.2.23)] i jako takie zwykle
przyjmujg rézne wartosci od proby do proby.

UWAGA 2 W dtugiej serii préb wzgledna czesto$¢ przypadkow, w ktdrych warto$¢ prawdziwa parametru populacji 6
znajduje sie w przedziale ufnosci, jest wieksza lub réwna (1 - ).

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.57]

C.2.28
jednostronny przedziat ufnosci

jezeli T jest funkcjg obserwacji zmiennej losowej taka, ze jezeli O jest parametrem populacji podlegajgcym
oszacowaniu, a prawdopodobienstwo Pr (T > 6) [lub prawdopodobienstwo Pr (T < )] jest co najmniej rowne
(1 - ) [gdzie (1 — @) jest ustalong liczba, dodatnig i mniejszg od 1], to przedziat od najmniejszej mozliwej
wartosci @ do T (lub przedziat od T do najwiekszej mozliwej wartosci 6) jest jednostronnym przedziatem
ufnosci @dla poziomu ufnosci (1 — a).

UWAGA 1 Granica przedziatu ufnosci T jest statystyka [ISO 3534-1:1993, definicja 2.45 (C.2.23)] i jako taka przyjmuje
rézne wartosci od préby do proby.

UWAGA 2 Patrz uwaga 2 do ISO 3534-1:1993, definicja 2.57 (C.2.27).
[ISO 3534-1:1993, definicja 2.58]

C.2.29
wspoétczynnik ufnosci
poziom ufnosci

wartos¢ prawdopodobienstwa (1 — «) zwigzana z przedziatem ufnosci lub ze statystycznym przedziatem
rozszerzenia [Patrz ISO 3534-1:1993, definicja 2.57 (C.2.27), 2.58 (C.2.28) i 2.61 (C.2.30).]

UWAGA Wartos¢ (1 — ) wyraza sie czesto w procentach.
[ISO 3534-1:1993, definicja 2.59]

C.2.30

statystyczny przedziat rozszerzenia

przedzial, o ktérym mozna twierdzi¢ dla danego poziomu ufnosci, ze zawiera co najmniej okreslong czes$¢
populacji

UWAGA 1 Jesli obie granice przedziatu sg okreslone przez statystyki, to przedziat jest dwustronny. Jezeli zas jedna
z granic jest nieskofnczona lub pokrywa sie z granicg zmiennej, to przedziat jest jednostronny.

UWAGA 2 Przedziat ten nazywany jest rowniez "statystycznym przedziatem tolerancji". Termin ten nie powinien jednak
by¢ uzywany, poniewaz moze by¢é mylony z "przedziatem toleranc;ji”, ktéry jest zdefiniowany w ISO 3534-2:1993.

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.61]
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C.2.31
stopnie swobody
ogolnie, liczba sktadnikow sumy minus liczba wigzéw natozonych na te sktadniki

[ISO 3534-1:1993, definicja 2.85]

C.3 Wyjasnienie termindéw i pojec¢
C.3.1 Wartos¢ oczekiwana

Wartos$¢ oczekiwang funkcji g(z) zmiennej losowej z o funkcji gestosci prawdopodobienstwa p(z) definiuje sie
jako

Elg(9)]=[ &2 n(2dz

gdzie, z definicji p(z),jp(z) dz=1. Warto§¢ oczekiwana zmiennej losowej z, oznaczona przez i,

a nazywana takze warto$ciag Srednig zmiennej z, jest dana wyrazeniem
n =E(z)=[z p(z)dz

Estymatorem u_ jest $érednia arytmetyczna z n niezaleznych obserwacji z; zmiennej losowej z, ktorej funkcjg
gestosci prawdopodobienstwa jest p(z):

1 n
=—Zzi
)

C.3.2 Wariancja

N|

Wariancja zmiennej losowej jest wartoscig oczekiwang kwadratu odchylenia tej zmiennej od jej wartoSci
oczekiwanej. Tak wiec wariancja zmiennej losowej z o funkcji gestosci prawdopodobienstwa p(z) jest dana
wyrazeniem

o @[ (z- ) p(z)dz

gdzie u. jest wartoscig oczekiwang z. Wariancja o “(z) moze by¢ oszacowana z
2 1 < —\2 - 1 &
s°(z;) =—Z(zl. —-Z)",gdziez :—Zzi
n-13 niz
a z; oznacza i-tg z n niezaleznych obserwacji zmiennej losowe;j z.

UWAGA 1 Wspdtczynnik (n — 1) w wyrazeniu okreslajagcym sz(z,-) wynika z korelacji miedzy z;i z oraz odzwierciedla fakt,
ze w zbiorze {z; —z} istnieje tylko (n — 1) niezaleznych jednostek obserwaciji.

UWAGA 2 Jezeli wartos¢ oczekiwania (1, zmiennej z jest znana, to estymata wariancji ma postac
2 1< 2
s7(z) =;Z(Zi — 1)
i=1

Wtasciwg miarg niepewnosci wyniku pomiaru jest raczej wariancja sredniej arytmetycznej, czyli sredniej
obserwacji niz wariancja pojedynczej obserwacji. Wariancja zmiennej z powinna by¢ wyraznie odrézniana od
wariancji Sredniej z. Wariancja $redniej arytmetycznej serii n niezaleznych obserwacji z; zmiennej losowej z

jest dana wyrazeniem o’ (z)= o’ (z)/n , a jej oszacowaniem jest wariancja eksperymentalna sredniej
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2= (Z
£@)=— (_DZ(

C.3.3 Odchylenie standardowe

Odchylenie standardowe jest dodatnim pierwiastkiem kwadratowym z wariancji. Podczas gdy niepewnosé
standardowg typu A wyznacza sie jako pierwiastek kwadratowy ze statystycznie oszacowanej wariancji, to
czesto okreslajgc niepewno$¢ standardowg typu B, wygodniej jest najpierw obliczy¢ niestatystyczny
odpowiednik odchylenia standardowego, a nastepnie wyznaczy¢ odpowiednik wariancji podnoszgc do
kwadratu odchylenie standardowe.

C.3.4 Kowariancja

Kowariancja dwoch zmiennych losowych jest miarg ich wzajemnej zaleznosci. Kowariancje zmiennych
losowych y i z definiuje sie jako

cov(y,z) =cov(z,y) = E{[y -E)][= —E(z)]}
co prowadzi do
cov(y,z) =cov(z,y)
= [[-1)=1) p(r.2)dvdz
= HyZp(y, z)dydz—p p.

gdzie p(y, z) jest dwuwymiarowa funkcjg gestosci prawdopodobienstwa zmiennych y i z. Kowariancja cov(y, z)
[oznaczana takze U(y, z)] moze by¢ szacowana przez s();, z;), wyznaczane na podstawie n niezaleznych par
obserwacji y; i z; zmiennych y iz

s(i»z;) :ﬁZ(yi -¥)z;—7)
i=I

gdzie
1 n
y==2)
noio
1 n
z=—) z
i

UWAGA Oszacowaniem kowariancji dwéch srednich y i Z jest s(3,2) = s(y;, )/ n.
C.3.5 Macierz kowariancji

Dla wielowymiarowego rozkfadu prawdopodobienstwa macierz V, ktorej elementy sg rowne wariancjom
i kowariancjom zmiennych, nazywa sie macierzg kowariancji. Elementy diagonalne macierzy v(z, z) = 02(2)
lub s(z,, zl.)Esz(zl.) sg wariancjami, za$ elementy pozadiagonalne macierzy (y,z) lub s(y,z) sa
kowariancjami.

C.3.6 Wspotczynnik korelacji

Wspotczynnik korelacji jest miarg wzglednej wzajemnej zaleznosci dwoch zmiennych, réwny stosunkowi
kowariancji tych zmiennych do dodatniego pierwiastka kwadratowego z iloczynu ich wariancji
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v(y,z)  __v(,2)
Jo(r,»)o(z,z) oy o(z)

Estymatg wspétczynnika korelacji jest

p(y,z)=p(z,y)=

S(yl-,Zl») _ S(yiazi)
S5 y)s(zz)  s()s(z)

Wspétczynnik korelacji jest liczbg —1 < p<+1 lub —1 < r(y, z,) < +1.

r(y;,z;)=r(z;, ;)=

UWAGA 1 Poniewaz p i r sg liczbami zawartymi w przedziale od -1 do +1, podczas gdy kowariancje sg zwykle
wielkosciami posiadajgcymi niewygodne w stosowaniu wymiary fizyczne i wartosci liczbowe, to w praktyce bardziej
uzyteczne sg wspotczynniki korelacji niz kowariancje.

UWAGA 2 Dla wielowymiarowych rozktadéw prawdopodobienstwa, zamiast macierzy kowariancji podaje sie zwykle
macierz wspotczynnikéw korelacji. Poniewaz po(y, y) = 1 i r(y;, y;) = 1, to elementy diagonalne macierzy sg réwne jednosci.

UWAGA 3 Jezeli estymaty wartosci wielko$ci wejsciowych x; i xjsg skorelowane (patrz 5.2.2) i jezeli zmiana ¢; estymaty
Xj wywotuje zmiane §j estymaty Xj, to wspotczynnik korelacji x; i Xj mozna w przyblizeniu oszacowac przez

r(x,x) 2 ()8, [ u(x))3, |
Zwigzek ten moze stuzy¢ za podstawe eksperymentalnego oszacowania wspoétczynnikow korelacji. Mozna takze korzystaé
Z niego do obliczania przyblizonej zmiany estymaty wartosci wielkosci wejsciowej spowodowanej zmiang estymaty
wartosci innej wielkosci wejsciowej, jezeli znany jest wspotczynnik ich korelaciji.

C.3.7 Niezaleznos¢

Dwie zmienne losowe sg statystycznie niezalezne, jezeli ich wspdlny rozktad prawdopodobieristwa jest
iloczynem ich jednowymiarowych rozktadéw prawdopodobienstwa.

UWAGA Jezeli dwie zmienne losowe sg niezalezne, to ich kowariancja i wspotczynnik korelacji wynoszg zero, ale
z zerowych ich wartosci nie wynika niezaleznos$¢ zmiennych.

C.3.8 Rozkiad r-Studenta

Rozktad #-Studenta jest rozkltadem prawdopodobieristwa ciggtej zmiennej losowej ¢, ktorej funkcja gestosci
prawdopodobienstwa ma postac

T V—H 5 \—(+1)/2
1 2 t
1+— —00 <t <+

P(t,V)=\/n—v F(Vj » :

gdzie T jest funkcjg gamma, a v > 0. Warto$¢ oczekiwana zmiennej o tym rozktadzie jest rowna zero, a jej
wariancja jest réwna v/(v—2)dlav>2. Jezeli v — o0, to rozktad Studenta dazy do rozktadu normalnego

ou=0i o=1 (patrz C.2.14).

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej (z — ,uz)/s(E) jest rozktadem ¢-Studenta, jezeli zmienna losowa
z ma rozktad normalny o wartoéci oczekiwanej u,, a Zz oznacza $rednig arytmetyczng n niezaleznych
obserwacji z; zmiennej z, s(z;) jest odchyleniem standardowym eksperymentalnym pojedynczej obserwaciji,

za$ 5(z) = s(zl.)/\/; oznacza odchylenie standardowe eksperymentalne $redniej z z v=n — 1 stopniami
swobody.
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Aneks D
Wartos¢ "prawdziwa", btad i niepewnos¢

Termin wartos¢ prawdziwa (B.2.3) jest tradycyjnie uzywany w publikacjach dotyczgcych niepewnosci, nie
stosuje sie go natomiast w Przewodniku z powoddéw przedstawionych w tym aneksie. Poniewaz terminy
"menzurand”, "btgd" i "niepewnosc" sg czesto pojmowane w sposob niewtasciwy, to aby uzupetni¢ rozwazania
rozdziatu 3, w aneksie tym zamieszczono dodatkowe omdwienie idei lezgcych u podstaw tych terminéw.
Przedstawiono dwa rysunki wyjasniajgce, dlaczego pojecie niepewnosci przyjete w tym Przewodniku jest
oparte na wyniku pomiaru i jego niepewnosci, a nie na niepoznawalnej wartosci ,prawdziwej” i btedzie.

D.1 Menzurand

D.1.1 Pierwszym krokiem do wykonania pomiaru jest okreslenie menzurandu — wielkosci, ktéra ma byé
zmierzona. Menzurand nie moze by¢ okreslony przez wartos¢, ale jedynie przez opis wielkosci. Jednakze,
zasadniczo, menzurandu nie mozna opisa¢ w sposéb kompletny za pomocg ograniczonej ilosci informaciji.
Zatem, w stopniu pozostawiajagcym miejsce na interpretacje, niepetna definicja menzurandu wprowadza do
niepewnosci wyniku pomiaru sktadowa, ktéra moze by¢ lub tez nie by¢, znaczacg dla wymaganej doktadnosci
pomiaru.

D.1.2 Definicja menzurandu wyszczegolnia zwykle pewne stany i warunki fizyczne.

PRZYKLAD  Predkos¢ dzwieku w suchym powietrzu o sktadzie (utamek molowy) N, = 0,780 8, 0, = 0,209 5, Ar =
0,009 351 CO, = 0,000 35 w temperaturze T'= 273,15 K i ci$nieniu p = 101 325 Pa.

D.2 Wielkos¢ realizowana

D.2.1 W przypadku idealnym wielko$¢ realizowana w pomiarze powinna byé¢ catkowicie zgodna z definicjg
menzurandu. Czesto jednak wielko$¢ taka nie moze by¢ zrealizowana i mierzy sie wielko$¢ bedacg jedynie
przyblizeniem menzurandu.

D.3 Wartos¢ "prawdziwa" i wartos¢ poprawiona

D.3.1 Wynik pomiaru wielkosci realizowanej koryguje sie ze wzgledu na rdznice miedzy tg wielkoscia
a menzurandem, w celu prognozowania wyniku pomiaru w sytuacji, gdy wielkos¢ realizowana catkowicie
spetniataby definicje menzurandu. Wynik pomiaru koryguje sie takze ze wzgledu na wszystkie inne uznane za
znaczace oddziatywania systematyczne. Chociaz koncowy poprawiony wynik jest czasem uwazany za
najlepsze oszacowanie wartosci "prawdziwej" menzurandu, to w rzeczywistosci jest on po prostu najlepszym
oszacowaniem wartosci wielkosci, ktérg zamierzano zmierzyc.

D.3.2 Przypusémy na przyktad, ze menzurandem jest grubos¢ danego arkusza materialu w okreslone;j
temperaturze. Obiekt badany przenosi sie do miejsca o temperaturze zblizonej do wymaganej i mierzy sie
w okreslonym miejscu za pomocg mikrometru jego grubos$¢. Grubos$¢ arkusza materialu w danym miejscu
i w danej temperaturze i przy nacisku wywotanym przez mikrometr jest wielkoscig zrealizowana.

D.3.3 Temperatura materiatu podczas pomiaru oraz nacisk wywierany przez mikrometr sg okreslone. Surowy
wynik pomiaru wielkosci zrealizowanej koryguje sie biorac pod uwage krzywag wzorcowania mikrometru,
odstepstwo temperatury od temperatury okreslonej oraz odksztatcenie materiatu spowodowane naciskiem
mikrometru.

D.3.4 Wynik poprawiony mozna nazwac najlepszym oszacowaniem wartosci "prawdziwej". "Prawdziwej"
w tym sensie, ze jest to warto$¢ wielko$ci, ktérg uwaza sie za catkowicie spetniajgca definicje menzurandu.
Gdyby jednak pomiaru gruboéci dokonano w innym miejscu arkusza materiatu, to wielko$¢ zrealizowana jak
réwniez wielko$¢ "prawdziwa" mogtaby by¢ inna. Jednakze ta wartos¢ "prawdziwa" bytaby zgodna z definicja
menzurandu, poniewaz definicja nie okreslata miejsca, w ktérym ma byé zmierzona grubos¢ arkusza.
W opisanym przypadku, z powodu niekompletnej definicji menzurandu, wartos¢ "prawdziwa" jest obarczona
niepewnoscia, ktérg mozna wyznaczy¢ na podstawie pomiarow wykonanych w réznych miejscach arkusza.
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W pewnym stopniu, kazdy menzurand jest obarczony tego rodzaju "wewnetrzng" niepewnoscig, ktoérg
w zasadzie mozna w ten czy inny sposob okresli¢. Jest to minimalna niepewnos¢, a pomiar obarczony takg
niepewnoscig mozna uzna¢ za najlepszy mozliwy pomiar menzurandu. Otrzymanie wartosci danej wielkosci
obarczonej mniejszg niepewnoscig wymaga bardziej kompletnej definicji menzurandu.

UWAGA 1  Okres$lenie menzurandu w niniejszym przyktadzie pozostawia wiele watpliwosci co do innych czynnikéw
mogacych mie¢ wptyw na grubo$¢, takich jak: cisnienie atmosferyczne, wilgotnosé, potozenie arkusza w polu
grawitacyjnym, sposéb jego podtrzymywania itp.

UWAGA 2 Chociaz menzurand powinien by¢ zdefiniowany wystarczajgco szczegétowo, tak aby niepewnosé zwigzana
Z niepetng jego definicjg byta zaniedbywalna w stosunku do wymaganej doktadnosci pomiaru, to trzeba zauwazyé¢, ze nie
zawsze byloby to praktyczne. Definicja moze by¢ niepetna, bo nie okresla na przyklad parametréw, o ktérych
bezpodstawnie zatozono, ze wywotujg wptywy zaniedbywalne lub tez ustala warunki, ktérych nie mozna catkowicie spetni¢
i ktérych niedoskonata realizacja powoduje wptywy trudne do oceny. | tak w przyktadzie z D.1.2, predkos¢ dzwigku
implikuje istnienie fali ptaskiej o wolno zanikajgcej amplitudzie. W stopniu takim, z jakim pomiar nie spetnia tych warunkéw,
powinno sie wzig¢ pod uwage dyfrakcje i nieliniowosci.

UWAGA 3 Nieodpowiednia specyfikacja menzurandu moze prowadzi¢ do rozbieznosci miedzy wynikami pomiaréw
pozornie tej samej wielko$ci wykonanych w réznych laboratoriach.

D.3.5 W Przewodniku unika sie terminu "warto$¢ prawdziwa menzurandu" lub wielkosci (czesto
redukowanego do "wartosci prawdziwej"), poniewaz wyraz "prawdziwa" uwazany jest za zbyteczny.
"Menzurand" (patrz B.2.9) oznacza "okreslong wielkos¢ poddang pomiarowi" stgd "warto§¢ menzurandu”
znaczy "warto$¢ okreslonej wielkosci poddanej pomiarowi". Poniewaz "okreslona wielkos¢" rozumie sie
ogolnie jako wielko$é zdefiniowang (por. B.2.1, uwagi 1), przymiotnik "prawdziwa" w okresleniu "prawdziwa
wartos¢ menzurandu" (lub "prawdziwa wartos¢ wielkosci") jest niepotrzebny — "prawdziwa" wartos¢
menzurandu (lub wielkosci) jest po prostu wartoscig menzurandu (lub wielkosci). Ponadto, jak pokazano wyzej,
oryginalna "prawdziwa" warto$¢ jest jedynie wyidealizowanym pojeciem.

D.4 Blad

Poprawiony wynik pomiaru nie jest wartoscig menzurandu, jest on obarczony btedem wynikajgcym
z niedoskonato$ci pomiaru realizowanej wielkosci powodowanym przypadkowymi zmianami wynikéw
obserwacji (oddziatywania przypadkowe), nieodpowiednim wyznaczeniem poprawek btedéw wywotanych
oddziatywaniami systematycznymi oraz niepetng znajomoscig niektorych zjawisk fizycznych (takze
oddziatywan systematycznych). Ani wartos¢ realizowanej wielosci, ani tez wartos¢ menzurandu nie mogag by¢
dokfadnie znane, mogg by¢ jedynie znane oszacowania tych wartosci. W podanym wyzej przykfadzie mierzona
grubos¢ arkusza moze by¢ obarczona btedem, to jest moze rézni¢ sie od wartosci menzurandu (grubosé
arkusza), poniewaz kazdy z podanych nizej czynnikéw moze wprowadzi¢ do wyniku pomiaru nieznany btgd:

a) nieznaczne réznice miedzy wskazaniami mikrometru podczas kolejnych pomiaréw tej samej realizowanej
wielkosci,

b) niedoskonate wzorcowanie mikrometru,
c) niedoskonatos¢ pomiaru temperatury i zastosowanego nacisku,

d) niepetna znajomos¢ wptywu temperatury, cisnienia atmosferycznego i wilgotnosci na prébke i mikrometr
lub obu.

D.5 Niepewnos¢

D.5.1 Podczas gdy doktadne wartosci sktadowych btedu wyniku pomiaru sg nieznane i niepoznawalne, to
niepewnosci zwigzane z oddziatywaniami przypadkowymi i systematycznymi, powodujgcymi powstawanie
btedu, mozna wyznaczyé. Nawet jednak, gdy wyznaczone niepewnosci sg mate, to ciggle nie ma gwarancji,
ze btgd wyniku pomiaru jest maty, poniewaz podczas okreslania poprawki lub oceny stopnia nieznajomosci
zjawiska, pewne oddziatywania systematyczne mogg by¢ pominigte, gdyz nie zostaty rozpoznane. Zatem
niepewnos¢ wyniku pomiaru niekoniecznie jest wskazaniem prawdopodobienstwa, ze wynik pomiaru jest bliski
wartosci menzurandu; jest ona po prostu estymatg prawdopodobienstwa bliskosci do najlepszej wartosci,
zgodnej z obecnie posiadang wiedza.
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D.5.2 Niepewnos¢ pomiaru jest wiec wyrazeniem faktu, ze dla danego menzurandu i danego wyniku pomiaru
tej wielko$ci, istnieje nie jedna warto$¢, a nieskonczenie wiele wartosci rozproszonych wokét wyniku, ktére sa
zgodne z obserwacjami, danymi i znajomoscig praw natury i ktére z r6znym stopniem wiarygodnosci moga
zostaé przypisane menzurandowi.

D.5.3 Na szczescie, w wielu faktycznie wykonywanych pomiarach wiele dyskutowanych tu zjawisk nie
wystepuje. Zdarzajg sie sytuacje, gdy menzurand jest wystarczajgco dobrze zdefiniowany, gdy wzorce
i przyrzady sg wzorcowane przy uzyciu wzorcow odniesienia powigzanych z wzorcami krajowymi i gdy
niepewnosci wyznaczonych poprawek sg nieznaczne w poréwnaniu z niepewnosciami powstajgcymi w wyniku
oddziatywan przypadkowych na wskazanie przyrzadu lub w wyniku ograniczonej liczby obserwacji (patrz
E.4.3). Mimo wszystko, niepelna wiedza o wielkosciach wptywajgcych i skutkach ich oddziatania czesto
stanowi znaczgcg sktadowg niepewnosci wyniku pomiaru.

D.6 Interpretacja graficzna

D.6.1 Rysunek D.1 przedstawia graficznie pojecia rozwazane w rozdziale 3 Przewodnika i w aneksie D.
Wyjasnia, dlaczego Przewodnik koncentruje sie na niepewnosci, a nie na bfedzie. Prawdziwa wartos¢ btedu
wyniku pomiaru jest na ogot nieznana i niewyznaczalna. Mozna jedynie oszacowac wartosci wielkosci
wejsciowych, fgcznie z poprawkami ze wzgledu na wptywy rozpoznanych oddziatywan systematycznych wraz
z ich niepewnosciami standardowymi (oszacowanymi odchyleniami standardowymi). Oszacowania te mozna
wykonaé albo z nieznanych rozktadéw prawdopodobienstwa, na podstawie ich préb w postaci powtarzanych
obserwacji, albo z a priori danych rozktadéw prawdopodobienstwa przyjetych na podstawie zasobow
dostepnych informacji. Wynik pomiaru mozna obliczy¢ z oszacowanych wartosci wielkosci wejsciowych,
a niepewnosc¢ standardowg ztozong wyniku z niepewnosci standardowych tych wartosci. Jedynie, gdy istnieje
solidna podstawa do przekonania, ze powyzsze dziatania zostaty wykonane wtasciwie i nie pominieto zadnego
ze znaczacych oddziatywan systematycznych, mozna twierdzi¢, ze wynik pomiaru jest wiarygodng estymata
wartosci mezurandu i ze niepewnos¢ ztozona wyniku jest wiarygodng miarg jego mozliwego btedu.

UWAGA 1 Na rys. D.1 a), w celu lepszej ilustracji obserwacji, przedstawiono je w postaci histogramu (patrz 4.4.3 i rys.
1b).

UWAGA 2 Poprawka btedu jest rowna estymacie btedu z przeciwnym znakiem. Tak wigc narys. D.1inarys. D.2 strzatka
ilustrujgca poprawke btedu jest réwna co do diugosci, lecz przeciwnie skierowana niz strzatka, ktéra ilustrowataby sam
btgd. Zamieszczony przy rysunku tekst wyjasnia, czy dana strzatka ilustruje poprawke czy btad.

D.6.2 Rysunek D.2 obrazuje niektére z poje¢ przedstawionych na rys. D.1, ale czyni to w inny sposaéb.
Ponadto obrazuje on takze idee, Zze moze istnie¢ wiele wartoSci mezurandu, jezeli definicja mezurandu jest
niepetna [poziom g) rys. D.2]. Niepewnos$¢ powstajgca w wyniku niepewnosci definicji mierzona wariancjg jest
wyznaczana z pomiaréw wielokrotnych realizacji mezurandu, przy uzyciu tej samej metody, przyrzaddw itp.
(patrz D.2.4).

UWAGA W kolumnie zatytutowanej "Wariancja", wariancje sg rozumiane jako wariancje u,2 (y) zdefiniowane réwnaniem
(11) w 5.1.3. W zwigzku z tym dodajg sie one liniowo, jak pokazano na rysunku.
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b) Pojecia idealne oparte na wielkosciach niepoznawalnych

Rys. D.1 - Graficzne przedstawienie poje¢ wartosci, btedu i niepewnosci
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h) Koncowy wynik pomiaru

Rys. D.2 - Graficzne przedstawienie pojeé¢ wartosci, bledu i niepewnosci
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Aneks E

Motywacja i podstawy Zalecenia INC-1 (1980)

Aneks E podaje krotkie uzasadnienie motywacji i podstaw statystycznych Zalecenia INC-1 (1980),
opracowanego przez Grupe Roboczg ds. Wyrazania Niepewnosci, na ktérym oparty jest Przewodnik.
Dodatkowe informacje mozna znalez¢ w literaturze [1, 2, 11, 12].

E.1 "Bezpieczny", "przypadkowy" i "systematyczny"

E.1.1 Przewodnik przedstawia szeroko stosowalng metode wyznaczania i wyrazania niepewnosci pomiaru.
Daje ona raczej realistyczng niz "bezpieczng" warto$¢ niepewno$ci opartg na zatozeniu, ze nie istnieje
podstawowa réznica miedzy sktadowg niepewnosci pochodzgcg od oddziatywan przypadkowych
i pochodzacg od poprawki ze wzgledu na oddziatywania systematyczne (patrz 3.2.2 i 3.2.3). Dlatego tez
proponowana metoda rézni sie od pewnych starszych metod opartych na dwdéch ogdlnych zatozeniach,
omaéwionych ponizej.

E.1.2 Pierwsze zatozenie to wymaganie, aby podawana niepewnos¢ byta "bezpieczna" lub "ostrozna", co
oznacza, ze w zadnym wypadku nie powinna by¢é zbyt mata. W rzeczywistosci, poniewaz wyznaczanie
niepewnosci wyniku pomiaru jest problematyczne, byta ona czesto celowo zawyzana.

E.1.3 Drugie zafozenie to mozliwos¢ podziatlu czynnikow powodujgcych powstanie niepewnosci na
"przypadkowe" lub "systematyczne", a wiec bedgce réznej natury. Niepewnosci zwigzane z kazdg grupa
czynnikéw powinny by¢ sktadane w jej wlasciwy sposéb i podawane oddzielnie (lub tgczone w specjalny
sposob, gdy wymagana jest jedna liczba okreslajgca niepewnosc). W rzeczywistosci metoda sktadania
niepewnosci byta czesto tworzona pod katem zapewnienia wymaganego bezpieczenstwa.

E.2 Uzasadnienie realistycznego wyznaczania niepewnosci

E.21 Podajgc wartos¢ menzurandu, nalezy poda¢ najlepszg estymate jego wartosci oraz najlepiej
wyznaczong niepewnosc¢ tej estymaty, poniewaz przy niepewnosci obarczonej btedem nie ma praktycznie
mozliwosci ustalenia czy btad jej zwieksza, czy zmniejsza "bezpieczenstwo" oszacowania. Zbyt niskie
oszacowanie niepewnosci moze spowodowa¢ nadmierne zaufanie do podanej wartosci i przyniesé
niepozadane lub nawet zgubne nastepstwa. Rozmysine zawyzenie niepewnosci moze takze spowodowac
niepozadane nastepstwa. Moze ono sktoni¢ uzytkownikdéw aparatury pomiarowej do zakupu przyrzadéw
bardziej kosztownych, niz to wynika z potrzeb, spowodowac niepotrzebne odrzucenie kosztownych produktow
lub rezygnacje z ustug laboratoriéw wykonujgcych wzorcowanie.

E.2.2 Nie znaczy to, ze ten, kto korzysta z wyniku pomiaru, nie moze stosowa¢ wiasnego mnoznika
podawanej niepewnosci, w celu otrzymania niepewnosci rozszerzonej, ktéra wyznacza przedziat o okre$lonym
poziomie ufnosci odpowiednim do jego potrzeb. Nie znaczy to réwniez, ze instytucje dostarczajgce wyniki
pomiaréw, nie mogg w pewnych warunkach stosowac¢ rutynowo wspotczynnika, ktéry zapewnia otrzymanie
podobnej niepewnosci rozszerzonej, spetniajgcej wymagania szczegolnej grupy uzytkownikéw tych wynikow.
Jednakze taki wspotczynnik (zawsze powinien on byé podany) musi by¢ zastosowany do niepewnosci
wyznaczonej w sposob realistyczny i tylko po okresleniu niepewnosci w taki sposéb, Zze przedziat wyznaczony
przez niepewnos¢ rozszerzong, ma wymagany poziom ufnosci i ze dziatanie to moze by¢ fatwo odwrécone.

E.2.3 Mierzacy musi czesto wigczaé do swojej analizy wyniki pomiaréw, wykonanych przez innych,
obarczone wtasnymi niepewnosciami. Wyznaczajgc niepewnosci wynikéw swoich pomiaréw, potrzebuje on
dysponowac najlepszg wartoscig, a nie wartoscig "bezpieczng", niepewnosci wynikdw wigczanych z zewnatrz.
Poza tym musi istnie¢ logiczny i prosty sposéb tgczenia niepewnosci wynikéw, pochodzacych z innych zrédet
z niepewnosciami wlasnych obserwacji, w celu otrzymania catkowitej niepewnosci. Zalecenie INC-1 (1980)
podaje taki sposob.
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E.3 Uzasadnienie identycznego traktowania wszystkich sktadowych niepewnosci

Centralnym elementem rozwazan niniejszego podrozdziatu jest przyktad pokazujacy, jak Przewodnik, przy
wyznaczaniu niepewnosci wyniku pomiaru, jednakowo traktuje sktadowe niepewnosci wynikajgce z wptywow
przypadkowych i z poprawek ze wzgledu na oddziatywania systematyczne. Przedstawiono punkt widzenia
przyjety w Przewodniku i przytoczony w E.1.1, sprowadzajgcy sie do zalozenia, ze wszystkie sktadowe
niepewnosci posiadajg te samg nature i powinny by¢ traktowane identycznie. Poczatkiem rozwazanh jest
uproszczone wyprowadzenie formuly matematycznej opisujgcej propagacje odchylenia standardowego,
nazywanej w Przewodniku prawem propagacji hiepewnosci.

E.3.1 Niech wielko$¢ wyjsciowa z= f(w;,W,,...,wy) zalezy od N wielkosci wejsciowych
Wy, Wy, ..., Wy, Przy czym w; jest opisane przez odpowiedni rozktad prawdopodobienstwa. Rozwinigcie f

w szereg Taylora wokot wartosci oczekiwanych E(w,) = u; wielko$ci w; daje w pierwszym przyblizeniu dla
matych odchylen z od £ nastgpujgce wyrazenie

0
Z—H, = Z@va (W Iul) (E1)

gdzie 1, = f (4, ..., 4y ) | zaktada sig, ze wyrazenia wyzszych rzedow sg zaniedbywalne. Kwadrat

odchylenia z — 1, jest stagd dany

ISR /AP 2 (E.2a)
(z—-u.) —{; awi(wl- /Ji)}
€O mozna zapisac
(z—uz)z—Z[ f} CRIEE) 3 S A RV TR (E20)
i=1 i=l j= 1+l

Warto$¢ oczekiwana kwadratu odchylenia (z — ,uz)zjest wariancjg z, czyli E[(z — p, Y= 0'22 . Zatem réwnanie
(E.2b) prowadzi do

N
of f 6f E.3
DA PSS €3
i=l1 i=l j= l+1

W powyzszym réwnaniu 0'1-2 = E[(w, —,ul.)z] jest wariancjg zmiennej w; a p;; = W )/(0'2 1/2 jest

wspdiczynnikiem korelacji w; i w;, gdzie v(w;, w;) = E[(w; — g, )(w; — 11;)] jest kowarlanCJq wiw,.

UWAGA 1 o i o? sg momentami centralnymi rzedu 2 (patrz C.2.13 i C.2.22), odpowiednio rozktadu

z 4
prawdopodobienstwa z i w,. Rozktad prawdopodobienstwa moze by¢ scharakteryzowany catkowicie za pomocg wartosci
oczekiwanej, wariancji i momentéw centralnych wyzszego rzedu.

UWAGA 2 Réwnanie (13) z 5.2.2 [razem z réwnaniem (15)], wykorzystywane do obliczania niepewnosci standardowe;j
ztozonej, jest identyczne z réwnaniem (E.3), z zastrzezeniem, ze réwnanie (13) jest wyrazone za pomocg estymat
wariancji, odchylen standardowych i wspotczynnikéw korelacii.

E.3.2 W terminologii tradycyjnej réwnanie (E.3) jest czesto nazywane "ogdélnym prawem propagacji btedu".
N
Nazwa ta lepiej stosuje sie do wyrazenia o postaci Az = E o (6f/6wl.)Awl., gdzie Az jest zmiang

z spowodowang (matymi) zmianami Aw; wielkosci w; [patrz réwnanie (E.8)]. W rzeczywisto$ci, wiasciwiej jest
nazwac réwnanie (E.3) prawem propagacji niepewnosci, jak tez uczyniono w Przewodniku, poniewaz pokazuje

54 ©JCGM 2008 — wszelkie prawa zastrzezone



JCGM 100:2008

ono, w jaki sposob niepewnosci wielkosci wejsciowych w;, przyjete jako rowne odchyleniom standardowym
rozktadow prawdopodobienstwa w;, sktada sig w celu otrzymania niepewnosci wielkosci wyjsciowej z, jezeli
niepewnosc te przyjmuje sie za rowng odchyleniu standardowemu rozktadu prawdopodobieistwa z.

E.3.3 Roéwnanie (E.3) stosuje sie takze do propagacji wielokrotnosci odchylen standardowych, poniewaz
zastgpienie kazdego odchylenia standardowego o; jego wielokrotnoscig ko; prowadzi do zastgpienia
odchylenia standardowego o, wielko$ci wyjsciowej z jego wielokrotnoscig ko,. Jednakze nie stosuje sie ono
do propagacji przedziatdw ufnosci. Jezeli kazde o; zastgpi sie przez wielkos¢ O, definiujgca przedziat
odpowiadajgcy danemu poziomowi ufnosci p, to wynikajgca z réwnania wielko$¢ o, dla z, nie bedzie
definiowata przedziatu odpowiadajgcego tej samej wartosci p, jezeli wszystkie w; nie sg opisane rozktadami
normalnymi. Przy wyprowadzaniu réwnania (E.3) nie czyni sie zatozen o normalnym rozktadzie
prawdopodobienstwa wielkosci w,. Konkretnie, jezeli kazda niepewnos¢ standardowa u(x;) w réwnaniu (10)
z punktu 5.1.2 jest wyznaczona na podstawie niezaleznych powtérzonych obserwacji i pomnozona przez
wspoétczynnik ¢ odpowiadajacy liczbie stopni swobody tych obserwaciji i obranej wartosci p (np. p =95 %), to

niepewnos¢ estymaty y nie bedzie okreslata przedziatu ufnosci odpowiadajgcego poziomowi p (patrz G.3
i G.4).

UWAGA Wymdg normalnosci rozkladéw przy propagacji przedziatéw ufnosci za pomoca rownania (E.3) jest, by¢ moze,
jednym z historycznych powoddw oddzielania sktadowych niepewnosci, pochodzacych z powtarzanych obserwacii
(o ktérych zaktada sie, ze majg rozktad normalny) od sktadowych, ktére sg wyznaczane wprost przez gérne i dolne granice.

E.3.4 Rozwazmy nastepujacy przyktad: z jest funkcjg jednej wielkosci wejsciowej w, jest wiec z = f{w), gdzie
w jest szacowane przez $rednig arytmetyczng n wartosci w, wielkosci w otrzymanych z n niezaleznych
powtorzonych obserwacji g, zmiennej losowej ¢, a w; i g, sg zwigzane zaleznoscig

w, =a+ fq, (E.4)

gdzie o jest statym "systematycznym" przesunieciem wspolnym dla wszystkich obserwacii, a £ jest wspolnym
wspotczynnikiem skali. Mimo, ze przesuniecie i wspétczynnik skali sg state podczas trwania obserwaciji, to

zaktada sie, ze sg one scharakteryzowane a priori rozktadami prawdopodobienstwa, gdzie «i £ sg najlepszymi
estymatami wartosci oczekiwanych tych rozktadow.

Najlepszg estymatg w jest srednia arytmetyczna, otrzymana z

=|

=_2Wk=_z 0‘+ﬁ9k (E.5)
=

Wielko$¢ z jest oszacowana przez f(w)= f(a,f,q,,9,,---.9,), a estymate u(2) jej wariancji o%(2)

otrzymuje sie z réwnania (E.3). Jezeli zatozymy dla uproszczenia, ze z = w, tak ze najlepszg estymatg z jest

z= f(w)=w, to fatwo mozemy otrzymac estymate uz(z). Obliczajgc z réwnania (E.5)

o _, af 1Zk__ o _p

oq, n

oa ;

oznaczajgc oszacowania wariancji « i [ odpowiednio jako uz(a) [ u2W) oraz zakfadajgc, ze poszczegolne
obserwacje sg nieskorelowane, otrzymujemy z réwnania (E.3)

2
W2 (2) =i (@) + P () + 2 ) €6)
n

gdzie sz(qk) jest wariancjg eksperymentalng z obserwacji ¢,, obliczong z réwnania (4) w 4.2.2,

a Sz(qk )/n = Sz(ﬁ) jest wariancjg eksperymentalng $redniej g [rownanie (5) z 4.2.3].
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E.3.5 W tradycyjnej terminologii trzeci czton prawej strony réownania (E.6) nazywa sie "przypadkowym"
przyczynkiem do oszacowania wariancji uz(z), poniewaz maleje on wraz ze wzrostem liczby obserwacji n.
Dwa pierwsze cziony nazywa sie "systematycznym" przyczynkiem, poniewaz nie zalezg one od .

Co wazniejsze, w niektorych tradycyjnych podejsciach dotyczgcych niepewnosci pomiaru réwnanie (E.6) jest
kwestionowane, poniewaz nie wprowadza ono rozréznienia na niepewnosci spowodowane oddziatywaniami
systematycznymi i niepewnosci spowodowane oddziatywaniami przypadkowymi. W szczegdlnosci sprzeciwia
sie skfadaniu wariancji rozktadéw prawdopodobienstwa a priori z wariancjami rozktadéw wynikajgcych
z czestosci powtarzania. Uwaza sie bowiem, Zze pojecie prawdopodobienstwa jest stosowalne tylko do
zdarzen, ktére mogg by¢ powtarzalne wiele razy w tych samych warunkach. PrawdopodobiehAstwo p zdarzenia

(0 £ p < 1) wskazuje wzgledng czesto$é zachodzenia zdarzenia.

W przeciwienstwie do traktowania prawdopodobienstwa jako czestosci wzglednej, rownie stuszny jest poglad,
ze prawdopodobienstwo jest miarg stopnia pewnosci, ze zdarzenie zajdzie [13, 14]. Przypusémy na przykiad,
ze pewna osoba ma szanse wygrania matej kwoty D i jest to osoba zakladajgca sie w sposéb racjonalny.
Stopien pewnosci tej osoby, ze nastgpi zdarzenie A jest rowny p = 0,5, jezeli jest ona neutralna wobec dwéch
mozliwosci wyboru zaktadu:

1) otrzymania D, jezeli zdarzenie A nastapi i nie otrzymania niczego, jezeli nie nastgpi;

2) otrzymania D, jezeli zdarzenie A nie nastgpi i nie otrzymania niczego, jezeli nie nastgpi.

W Zaleceniu INC-1 (1980), na ktérym opiera sie Przewodnik, bez zastrzezeh przyjmuje sie taki poglad na
prawdopodobienstwo, poniewaz uznaje on wyrazenia takie jak réwnanie (E.6), za odpowiedni sposéb
obliczania niepewnosci standardowej ztozonej wyniku pomiaru.

E.3.6 Istniejg trzy wyrazne korzysci, wynikajgce z przyjecia interpretacji prawdopodobiehAstwa opartej na
stopniu zaufania, odchyleniu standardowym (niepewno$¢ standardowa) i prawie propagacji niepewnosci
[rébwnanie (E.3)], jako podstawach wyznaczania i wyrazania niepewnosci pomiaru, w sposob przedstawiony
w Przewodniku:

a) prawo propagacji niepewnosci pozwala na fatwe wigczenie niepewnosci standardowej ztozonej jakiegos
wyniku do niepewnosci standardowej ztozonej innego wyniku, w ktérego sktad wchodzi wynik pierwszy,

b) niepewnos¢ standardowa ztozona, moze stuzy¢ za podstawe do obliczania przedziatéw, odpowiadajgcych
w realistyczny sposdb, wymaganym dla nich poziomom ufnosci,

c) nie ma potrzeby klasyfikowania sktadowych jako "przypadkowe" i "systematyczne" (lub w inny sposéb)
podczas wyznaczania niepewnosci, poniewaz wszystkie sktadowe niepewnosci sg traktowane w ten sam
sposob.

Korzystna jest zaleta c), poniewaz taka klasyfikacja jest czesto zrodtlem pomytek. Zadna sktadowa niepewnos$é
nie jest ani "przypadkowa", ani "systematyczna". Natura tej sktadowej jest uwarunkowana sposobem, w jaki
wykorzystujemy odpowiadajgcg jej wielkos¢ lub bardziej formalnie sposobem, w ktérym wielkosS¢ pojawia sie
w modelu matematycznym opisujgcym pomiar. Zatem, gdy dana wielko$¢ zostaje uzyta w innym kontekscie,
sktadowa "przypadkowa" moze stac sie sktadowg "systematyczng" i na odwrat.

E.3.7 Z powoddéw przedstawionych w punkcie c) poprzedniego paragrafu, Zalecenie INC-1 (1980) nie
klasyfikuje sktadowych niepewnosci na "przypadkowe" i "systematyczne". Faktycznie, jezeli oblicza sie
niepewnos¢ standardowg ztozong wyniku pomiaru, nie potrzeba klasyfikowania sktadowych niepewnosci
i dlatego nie ma potrzeby tworzenia systemu klasyfikacyjnego. Jednakze, poniewaz dogodne nazwy mogg by¢
pomocne przy przekazywaniu i dyskusji poglagdéw, Zalecenie INC-1 (1980) podaje system klasyfikacji dwéch
metod wyznaczania sktadowych niepewnosci na typu "A" i typu "B" (patrz 0.7, 2.3.21i 2.3.3).

Klasyfikacja metod uzywanych do wyznaczania skfadowych niepewnosci pozwala unikng¢ zasadniczego
problemu zwigzanego z klasyfikacjg samych sktadowych, a mianowicie zalezno$ci sklasyfikowania sktadowe;j
od sposobu wykorzystania odpowiadajgcej jej wielkosci. Jednakze, klasyfikacja, raczej metod niz sktadowych,
nie wyklucza fgczenia poszczegolnych sktadowych wyznaczanych dwoma metodami w konkretnych grupach
dla okreslonego celu w danym pomiarze, na przyktad przy porownywaniu zaobserwowanej eksperymentalnie
i przewidzianej teoretycznie zmiennos$ci wartosci wielko$ci wyjsciowych w ztozonych systemach pomiarowych
(patrz 3.4.3).
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E.4 Odchylenia standardowe jako miary niepewnosci

E.4.1 Rownanie (E.3) wymaga, zeby bez wzgledu na to, w jaki sposéb zostata otrzymana niepewnosc¢
estymaty wielko$ci wejsciowej, byta ona wyznaczona jako niepewno$¢ standardowa, to jest jako oszacowane
odchylenie standardowe. Jesli zamiast odchylenia standardowego zostanie wyznaczona jakas "bezpieczna"
jej alternatywa, to nie mozna jej uzyé w rownaniu (E.3). W szczegdlnosci, jezeli "maksymalna granica btedu”
(najwieksze mozliwe do pomyslenia odchylenie od przypuszczalnego najlepszego oszacowania) zostanie
uzyte w rownaniu (E.3), to wynikajgca stgd niepewnos$¢ bedzie miata zle okreslone znaczenie i bedzie
bezuzyteczna dla kazdego, kto zechciatby wigczy¢ jg do dalszych obliczen niepewnosci innych wielkosci (patrz
E.3.3).

E.4.2 Jezeli niepewnosci standardowej wielkosci wejSciowej nie mozna wyznaczy¢ za pomocg analizy
wynikéw odpowiedniej liczby powtérzonych obserwacji, nalezy przyja¢ rozktad prawdopodobiehAstwa
wynikajacy z posiadanej wiedzy, ktéra moze by¢ mniejsza, niz bytoby to pozadane. Nie sprawia to jednak, ze
przyjety rozkiad jest niewazny lub nierealistyczny, podobnie jak wszystkie rozktady prawdopodobienstwa jest
tylko wyrazem posiadanej wiedzy.

E.4.3 Woyniki oparte na powtarzanych obserwacjach nie koniecznie muszg mie¢ przewage nad wynikami
otrzymanymi innymi sposobami. Rozwazmy odchylenie standardowe eksperymentalne s(g) $redniej

arytmetycznej g n niezaleznych obserwacji g, zmiennej losowej g [patrz réwnanie (5) w 4.2.3]. Wielkos¢
s(q) jest statystykg (patrz C.2.23) estymujgcg odchylenie standardowe o( g ) rozktadu prawdopodobienstwa
g, to jest odchylenie standardowe rozktadu wartosci ¢, ktory otrzymano by powtarzajac pomiar

nieskonczenie wiele razy. Wariancja az[s(q_)] jest dana przyblizong zaleznoscig

2 (= 2=
S’ Is@)]~ 0" (@)/(2v) (E7)
gdzie v=n —1 jest liczbg stopni swobody s(q) (patrz G.3.3). Tak wiec wzgledne odchylenie standardowe
5(q) , dane stosunkiem o 5(q)]/a(q) , ktére mozna przyjaé za miare wzglednej niepewnosci s(g) , wynosi

w przyblizeniu [2(n— l)]_l/ 2 Ta "niepewnos¢ niepewnosci” g powstajgca w sposdb statystyczny z powodu

ograniczonej liczby obserwacji, moze by¢ zaskakujgco duza. Dla n = 10 obserwacji wynosi ona okoto 24 %.
Niektore wartosci "niepewnosci niepewnosci" zamieszczono w tabeli E.1. Z danych w niej zawartych wynika,
ze odchylenie standardowe statystycznie oszacowanego odchylenia standardowego nie jest zaniedbywalne
dla praktycznie stosowanych wartosci . Stgd mozna wnioskowac, ze wyznaczanie niepewnosci standardowej
metoda typu A nie koniecznie jest bardziej wiarygodne, niz wyznaczanie niepewnosci standardowej metodag
typu B i ze w wielu praktycznie spotykanych sytuacjach pomiarowych, gdzie liczba obserwacji jest
ograniczona, skfadowe otrzymane metodg typu B, mogg by¢ lepiej znane, niz sktadowe otrzymane metodag
typu A.

E.4.4 Zostalo dowiedzione, ze gdy niepewnosci zwigzane ze stosowaniem poszczegolnych metod
pomiarowych sg parametrami statystycznymi, charakteryzujgcymi zmienne losowe, to wystepujg tez przypadki
"prawdziwie systematycznych oddziatywan", ktérych niepewnosci muszg byc¢ traktowane inaczej. Przyktadem
jest odchylenie majgce nieznang wartosc¢ statg dla kazdego pomiaru wykonanego dang metodg powodowane
niedoskonatoscig istoty samej metody albo ktérejs z jej podstawowych zatozen. Jezeli jednak przyjmuje sie
mozliwo$¢ istnienia takiego odchylenia i znaczgacg jego wartos¢, to mozna go opisa¢ rozkiadem
prawdopodobienstwa, obojetnie jak prosto skonstruowanym, opartym na posiadanej wiedzy, z ktérej wynika,
ze to odchylenie moze istnie¢ i by¢ znacznym. Stad, jesli interpretuje sie prawdopodobiehAstwo jako miare
stopnia zaufania, ze zdarzenie zajdzie, wktad takiego oddziatywania systematycznego mozna wigczy¢ do
niepewnosci standardowej ztozonej wyniku pomiaru przez wyznaczanie go jako niepewnosé¢ standardowg
a priori danego rozktadu prawdopodobienstwa i traktowanie go w ten sam sposob, jak kazdg inng niepewnosé
standardowg wielko$ci wejsciowe;.

PRZYKLAD  Pewna procedura pomiarowa zaktada, ze warto$¢ jednej z wielkosci wejsciowych powinna by¢ obliczana
z rozwiniecia w szereg potegowy, ktérego wyrazy wyzszych rzedéw nie sg doktadnie znane. Nieuwzglednianie dokfadnych
wartosci tych wyrazéw jest systematycznym oddziatywaniem na wynik pomiaru prowadzacym do nieznanego statego
odchylenia, ktére nie moze byé eksperymentalnie zbadane poprzez powtarzanie procedury pomiarowej. Tak wiec,
niepewnos$¢ zwigzana z tym oddziatywaniem nie moze by¢ wyznaczona i wigczona do niepewnos$ci koncowego wyniku
pomiaru, jezeli bedzie sie $cisle przestrzega¢ czestosciowej interpretacji prawdopodobienstwa. Jednakze interpretujgc
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prawdopodobienstwo jako stopien zaufania, mozna wyznaczy¢ niepewnos¢ charakteryzujgca to oddziatywanie z a priori
danego rozktadu prawdopodobienstwa (przyjetego na podstawie dostepnej wiedzy dotyczgcej nieznanych dokfadnie
wyrazow) i uwzglednié¢ w obliczaniu niepewnosci standardowej ztozonej wyniku pomiaru, jak kazdg inng niepewnosc.

Tab. E.1 - o] 5(q)]/0(q) , odchylenie standardowe odchylenia
standardowego eksperymentalnego sredniej g z n niezaleznych obserwacji

zmiennej g o rozktadzie normalnym w odniesieniu do odchylenia
standardowego s$redniej@®®

Liczba obserwacji o[ s(q)] /0@)
n (%)
2 76
3 52
4 42
5 36
10 24
20 16
30 13
50 10

(@ Podane wartosci obliczono z wyrazenia o[s(q)]/ o(g), a nie na podstawie zaleznosci
[2(n-1)"
(®) W wyrazeniu o{s(7)]/ o(7) mianownik o(7) jest wartoscig oczekiwang E[S/~/n], a

licznik o[s(g)] jest pierwiastkiem kwadratowym wariancji V[S/\/;] , gdzie S jest zmienna
losowg réwna odchyleniu standardowemu n niezaleznych zmiennych losowych X, ..., X ,
kazda majgca rozktad normalny z wartoscia $rednig x i wariancjg o

1 n —\2 _ 1 n
S= ﬂE(Xi_X) ,X=;§X,.

Warto$¢ oczekiwana i wariancja S sg dane:

F(n/2)

8- gy VISl ELsT

gdzie I'(x) jest funkcjg gamma. Zauwaz, ze E[S] < o dla skoniczonej liczby n.

E.5 Poréwnanie dwéch interpretacji niepewnosci

E.5.1 Przewodnik koncentruje sie raczej na wyniku pomiaru i wyznaczonej jego niepewnos$ci, niz na
nieznanych wielko$ciach — wartos¢ "prawdziwa" i btad (patrz aneks D). Przyjmujgc operacyjny punkt widzenia,
ze wynik pomiaru jest po prostu wartoscig przypisang menzurandowi, a niepewno$¢ wyniku jest miarg rozrzutu
wartosci, ktére mozna w sposob uzasadniony przypisa¢é menzurandowi, Przewodnik w rezultacie przecina
mylace czesto powigzania pomiedzy niepewnoscig a nieznanymi wielkosciami: wartoscig "prawdziwg"
i btedem.

E.5.2 Powigzania tego mozna sie dopatrywaé poprzez interpretacje rézniczki réwnania (E.3), czyli prawa
propagacji niepewnosci, z punktu widzenia wartosci "prawdziwe;j" i btedu. W tym przypadku przyjmuje sig 1,
jako nieznang, jedyng wartos¢ "prawdziwg" wielkosci wejsciowej w; i o kazdym w, zaklada sie, ze jest
powigzane ze swojg wartoscig "prawdziwg" 4 réwnaniem w, = i, + g, gdzie & jest btgdem wielkosci
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wejsciowej w;. Zaktada sig, ze wartos¢ oczekiwana rozktadu prawdopodobienstwa kazdego &; wynosi zero,

E(g) =0, a wariancja E(gl.z) = Gl-z . Réwnanie (E.1) przyjmuje postaé
Ly,
o zi . (E.8)

gdzie &, =z — u1_ jest btedem wielkosci z, a 1, jest wartoscig "prawdziwg" z. Jezeli teraz wyznaczy sie wartos¢
oczekiwang kwadratu £, otrzymuje sig rownanie identyczne w formie z rownaniem (E.3), w ktorym jednak
0'22 = E(gzz) jest wariancia &, a p; =U(¢;,¢; )/(61-2612-)1/2 jest wspotczynnikiem korelacji & i &,
a U(gl.,gj) =E(g gj) jest kowariancijg ¢&; i &. Wariancje i kowariancje sg wigc powigzane raczej z bfedami
wielkosci wejsciowych niz z samymi wielko$ciami wejsciowymi.

UWAGA Zakiada sie, ze prawdopodobienstwo jest rozumiane jako miara stopnia zaufania w to, ze zjawisko zajdzie,
wigczajac to, ze btad systematyczny moze by¢ traktowany w ten sam sposéb, jak btad przypadkowy i ze &; reprezentuje
oba rodzaje btedu.

E.5.3 W praktyce, roznice w interpretacji nie prowadzg do réznic w wartosciach liczbowych wyniku pomiaru
i niepewnosci zwigzanej z tym wynikiem.

Po pierwsze, w obu przypadkach, do wyznaczania najlepszej estymaty wartosci z funkcji f/ przyjmuje sie
najlepsze dostepne estymaty wartosci wielkosci wejsciowych w; i nie ma zadnej réznicy w obliczeniach, jesli
te najlepsze estymaty traktuje sie jako wartosci najbardziej odpowiednie do przyporzadkowania wielkosciom,
o ktérych mowa, czy tez jako najlepsze estymaty wartosci "prawdziwych" tych wielko$ci.

Po drugie, poniewaz &, = w, — (i i poniewaz (i, reprezentuje pojedyncze state wartosci nieposiadajgce zadnej
niepewnosci, wariancje i odchylenia standardowe &; i w; sg identyczne. To znaczy, ze w obu przypadkach,

niepewnosci standardowe, uzyte jako estymaty odchylen standardowych o; do wyznaczenia niepewnosci
standardowej ztozonej wyniku pomiaru, sg identyczne i dadzg te samg wartosc¢ liczbowg tej niepewnosci. Nie
ma zadnej roéznicy w obliczeniach, jezeli niepewnos¢ standardowa jest traktowana, jako miara rozrzutu
rozktadu prawdopodobienstwa wielkosci wejsciowej, czy tez jako miara rozrzutu rozktadu
prawdopodobienstwa btedu tej wielkosci.

UWAGA Jesli nie przyjeto zatozenia z uwagi w E.5.2, to rozwazania tego podrozdziatu nie stosujg sie, chyba ze wszystkie
estymaty wielkosci wejsciowych i niepewnosci tych estymat byly otrzymane drogg analizy statystycznej powtérzonych
obserwaciji, to jest metodg typu A.

E.5.4 Dopdki podejscie oparte na wartosci "prawdziwej" i btedzie daje te same wyniki liczbowe, jak podejscie
prezentowane w Przewodniku (pod warunkiem przyjecia zatozenia z uwagi w E.5.2), koncepcja niepewno$ci
przyjeta w Przewodniku eliminuje mylenie btedu z niepewnoscig (patrz aneks D). Rzeczywiscie, podejscie
operacyjne z Przewodnika, w ktérym skupia sie uwage na zaobserwowanej (lub oszacowanej) wartosci
wielkosci i zaobserwowanej (lub oszacowanej) zmiennosci tej wartosci, czyni niepotrzebnymi jakiekolwiek
rozwazanie o bfedzie.

©JCGM 2008 — wszelkie prawa zastrzezone 59



JCGM 100:2008

Aneks F

Wskazoéwki praktyczne
dotyczace wyznaczania skladowych niepewnosci

Aneks zawiera dodatkowe wskazowki dla wyznaczania niepewnosci i jej sktadowych. Wskazéwki majg gtownie
charakter praktyczny i traktowane sg jako uzupetnienie wskazéwek podanych w rozdziale 4.

F.1 Skladowe niepewnosci wyznaczane na podstawie powtérzonych obserwaciji:
metoda typu A wyznaczania niepewnosci standardowej

F.1.1 Przypadkowosé¢ i powtarzane obserwacje

F.1.1.1 Niepewnosci okreslane na podstawie powtdérzonych obserwacji sg czesto przeciwstawiane
niepewnosciom wyznaczanym innymi metodami jako "obiektywne", "statystycznie jednoznaczne" itp.
Prowadzi to do niestusznego wniosku, ze niepewnosci mogg by¢é wyznaczane jedynie poprzez zastosowanie
procedur statystycznych do obserwacji i ze wyniki tych obliczen nie wymagajg oceny.

F.1.1.2 Najpierw nalezy postawi¢ pytanie: "Do jakiego stopnia powtdrzone obserwacje sg zupetnie
niezaleznymi powtérzeniami procedury pomiarowej?". Jesli wszystkie obserwacije dotyczg pojedynczej proby,
i jesli pobieranie préby jest czescig procedury pomiarowej, to, poniewaz menzurand jest witasciwoscig
materiatu (w przeciwienstwie do witasciwosci proby materiatu), powtarzane obserwacje nie sg niezalezne,
a do zaobserwowanej wariancji powtérzonych obserwacji na pojedynczej prébie nalezy doda¢ oszacowang
sktadowg wariancji wynikajgcg z mozliwych réznic miedzy prébami.

Jezeli zerowanie przyrzadu jest czescig procedury pomiarowej, przyrzad powinien by¢ powtérnie zerowany
przed kazdym powtérzeniem, nawet jesli dryf przyrzgdu w czasie, w ktérym wykonuje sie obserwacije, jest
znikomo malty, poniewaz potencjalnie istnieje mozliwa do statystycznego okredlenia niepewnos¢ zwigzana
Z zerowaniem.

Podobnie, jesli powinno sie odczytywaé wskazanie barometru, to z zasady powinno sie dokonywaé odczytéw
dla kazdego powtérzonego pomiaru (zalecane po zaburzeniu jego réwnowagi i ustaleniu sie wskazania),
poniewaz moze wystgpi¢ zmiana zardwno wskazania, jak i odczytu, nawet jesli cisnienie barometryczne jest
state.

F.1.1.3 Po drugie, nalezy zada¢ pytanie, czy wszystkie czynniki wptywajgce, o ktérych zakfada sie, ze sg
przypadkowe, sg takimi rzeczywiscie. Czy $rednie i wariancje ich rozktadéw sg state, czy wystepuje moze dryf
wartosci nie mierzonej wielko$ci wptywajgcej w czasie powtarzanych obserwacji? Jesli dysponuje sie
dostateczng liczbg obserwacji, mozna obliczy¢é srednie arytmetyczne wynikéw pierwszej i drugiej potowy
okresu oraz ich odchylenia standardowe eksperymentalne, a nastepnie poréwnac je, w celu rozstrzygniecia,
czy réznica miedzy nimi jest statystycznie znaczgca i stad, czy istnieje zjawisko ich zmiany w czasie.

F.1.1.4 Jesli parametry systemu zasilania laboratorium (napiecie i czestotliwo$¢ zasilania elektrycznego,
cisnienie i temperatura wody, ci$nienie azotu itp.) sg wielkosciami wptywajgcymi, to zwykle wystepuje wyraznie
nieprzypadkowy element w ich zmianach, ktérego nie wolno przeoczy¢.

F.1.1.5 Jesli najmniej znaczaca cyfra wskazania cyfrowego, wskutek "szumow", zmienia sie w czasie
obserwacji w sposob ciagty, to trudno jest unikng¢ subiektywnego wyboru wartosci tej cyfry. Lepiej jest
skorzystac z jakie$ sposobu zatrzymania wskazania w arbitralnie wybranej chwili i rejestrowac to wskazanie.

F.1.2 Korelacje

Wiekszos$¢ rozwazen tego podrozdziatu odnosi sie takze do wyznaczania niepewnosci standardowej metodag
typu B.
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F.1.21 Kowariancje zwigzang z estymatorami dwéch wielkosci wejsciowych )(ll)(j mozna przyja¢ jako
réwng zeru lub traktowac jako nieznaczaca, jezeli:

a) XI|XJ sg nieskorelowane (zmienne losowe, a nie za$ wielkosci fizyczne, o ktérych zaktada sie, ze sg

niezmienne — patrz 4.1.1, uwaga 1), na przyktad, poniewaz sg mierzone sekwencyjnie, a nie
réwnoczesnie w réznych niezaleznych eksperymentach, albo poniewaz reprezentujg wyniki réznych
obliczen, wykonywanych niezaleznie, albo jezeli

b) ktéras z wielkosci X, in moze by¢ traktowana jako stata, albo jezeli
c) posiada sie niedostateczng ilo$¢ informacji, aby wyznaczy¢ wariancje powigzang z estymatami X; |Xj

UWAGA 1 Z drugiej strony, w pewnych okolicznosciach, takich jak w przyktadzie z oporem wzorcowym z uwagi 1 do
5.2.2, jest rzeczg oczywista, ze wielkosci wejsciowe sg w petni skorelowane i ze niepewnosci standardowe ich estymat
tgcza sie liniowo.

UWAGA 2 Rodzne eksperymenty moga nie by¢ niezaleznymi, jesli na przyktad, uzywa sie w nich tego samego przyrzadu
(patrz F.1.2.3).

F.1.2.2 To, czy dwie wielkosci wejsciowe, obserwowane réwnoczesnie w powtarzanych eksperymentach,
sg skorelowane czy nie, mozna okresli¢ za pomocg réwnania (17) z 5.2.3. Dla przyktadu, jezeli czestotliwos¢
oscylatora nieskompensowanego lub stabo skompensowanego temperaturowo i temperatura otoczenia sg
wielkosciami wejsciowymi, obserwowanymi rownocze$nie, moze wystgpi¢ znaczna korelacja ujawniana przez
obliczong kowariancje czestotliwosci oscylatora i temperatury otoczenia.

F.1.2.3 W praktyce, wielkosci wejSciowe sg czesto skorelowane, poniewaz do szacowania ich wartosci
uzywa sie tego samego fizycznego wzorca pomiarowego, przyrzgdu pomiarowego, danych odniesienia i nawet
metody pomiarowej, majgcych, kazde z nich, znaczace niepewnosci. Nie tracgc na ogolnosci rozwazeh,

przypusémy, ze dwie wielko$ci wejsciowe X, i X,, estymowane przez x, i x,, zalezg od nieskorelowanych
zmiennych Q,, OQ,, ..., O,. Jest zatem X, = F(Q,, O,, ..., O;) i X, =G(Q,, O,, ..., O,), ale niektore z tych
zmiennych mogg aktualnie wystepowac tylko w jednej funkcji, a nie wystepowac w drugiej. Jesli uz(ql) jest

oszacowang wariancja, zwigzang z estymatg g, zmiennej Q,, to oszacowana wariancja zwigzana z x,,
wyznaczona z rownania (10) w 5.1.2, wynosi

2
L(oF
2 2
u (X1):Z[—j u”(q;) (F.1)
1=\ 0
Podobnie wyraza sie uz(xz) . Oszacowana kowariancja zwigzana z x, i x, jest dana przez wyrazenie
L. OF 0G
u(x,x,) =) ——u’(q;) (F.2)
171 04, 0q,

Poniewaz tylko te wyrazy, dla ktérych 0F /0q, # 0 i 0G/0q, # 0 dla danego /, wchodzg do sumy, kowariancja

wynosi zero, jesli zadna zmienna nie wystepuje rownoczesnie w F'i G.

Oszacowany wspotczynnik korelacji 7(x,, x,) zwigzany z x, i x, wyznacza si¢ na podstawie u(x,, x,) [réwnanie
(F.2)] i réwnania (14) w 5.2.2, w ktdrym u(x,) jest obliczone z réwnania (F.1) a u(x,) z podobnego wyrazenia.
[Patrz takze rownanie (H.9) w H.2.3]. Przy oszacowaniu kowariancji zwigzanej z estymatami dwoch wielko$ci

wejsciowych moze sie zdarzy¢, ze kazda z nich ma sktadowg statystyczng [patrz réwnanie (17) w 5.2.3)]
i sktadowg powstajgcg tak, jak rozwazano w niniejszym podrozdziale.

PRZYKLAD 1 Opornik wzorcowy Rg jest uzyty w pomiarze do okreslenia zaréwno pradu /, jak i temperatury ¢. Prad jest
okreslany przez pomiar woltomierzem cyfrowym napiecia na oporniku. Temperatura jest okreslana przez pomiar, mostkiem
rezystancyjnym z wzorcem, rezystancji Ry(f) wzorcowanego rezystancyjnego czujnika temperatury, dla ktérego zalezno$¢
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miedzy temperaturg a rezystancjg w zakresie 15 °C < ¢ < 30 °C ma postaé ¢ = ath (t) -ty , gdzie a i ty sg znanymi statymi.

Prad wyznacza sig z rownania /= V,/ Ry, a temperature z réwnania ¢ = aﬂz (t)R; —ty, w ktdrym f(?) jest zmierzonym
przez mostek stosunkiem R(f)/Rs.

Poniewaz tylko wielko$¢ Rg wystgpuje w obydwu wyrazeniach okreslajgcych prad / i temperature ¢, to z réwnania (F.2)
wyznaczamy kowariancje /i ¢

_or ot e T 2 2(Rey = Ht10) o
u(l,l)—@ﬁu (Rs)—( Rsz][zaﬂ (l)Rs}” (Rg) = e u”(Rs)

(Dla uproszczenia zapisu, tym samym symbolem oznaczono wielko$¢ wejsciowa i jej estymate).

Aby otrzymaé wartos¢ liczbowa kowariancji, do tego wyrazenia podstawia sig¢ wartosci liczbowe zmierzonych wielkosci /
i ¢t oraz wartosci Rg i u(Rg) podane w $wiadectwie wzorcowania opornika wzorcowego. Jednostka u(/, f) jest A-°C,

poniewaz wymiarem wzglednej warianciji [#(Rs)/Rs]? jest jeden (to znaczy jest ona wielkoscig bezwymiarowa).

Dalej, niech wielko$¢ P bedzie zwigzana z wielkosciami wejsciowymi /i t zaleznos$cig P = COI2 /(Ty +1), wktérej Cp i Ty
s3 znanymi statymi danymi ze znikomo matymi niepewnosciami [2(Cy) = 0, u%(T) = 0]. Z réwnania (13) z 5.2.2 otrzymuije
sie wariancje P, okreslong przez wariancje /i t oraz ich kowariancje

u2(P):4u2(1)_4 u(l,t) u? ()
P? 2 LT+t (T +1)?

Wariancje uz(l) i uz(t) zostaty otrzymane stosujgc réwnania (10) z 5.1.2 do réwnan [ =Vg/Rg i t = aﬂz(t)RS2 —ty, €O
prowadzi do wyrazen

WD) 1% =2 (V) [VE +u* ()| R?
() = 4(t +1)> 2 (B)] B + 4t +10)* 1 (Rg) RS

gdzie dla uproszczenia zatozono, ze niepewnosci statych ¢ i a sg takze do pominiecia. Wartosci liczbowe tych niepewnosci
sg fatwe do wyznaczenia, poniewaz uz(VS) i u2w') mozna wyznaczy¢ z powtdrzonych odczytéw woltomierza i mostka,
odpowiednio. Oczywiscie, przy obliczaniu uZ(VS)iuz(,b’) nalezy uwzgledni¢ wszelkie niepewnosci zwigzane z samymi
przyrzgdami i zastosowanymi procedurami pomiarowymi.

PRZYKLAD 2 W przyktadzie z uwagi 1 w 5.2.2, niech wynik wzorcowania kazdego opornika bedzie reprezentowany
przez R; =c¢;Rs, z niepewnoscig standardowg u(o;) mierzonego stosunku ¢; wyznaczong na podstawie powtérzonych

obserwaciji. Dalej, niech dla kazdego opornika ¢; ~ 1 i niech u( ;) bedzie takie same dla kazdego wzorcowania, tak aby
u( o) = u(a). Wtedy rownania (F.1) i (F.2) prowadza do zaleznos$ci u? (R)= Rs2u2(a) + uz(RS) i u(R;, Rj) = uz(RS) . To,

poprzez réwnanie (4) z 5.2.2, prowadzi do wniosku, ze wspétczynnik korelacji jakichkolwiek dwoch opornikéw (i # j) wynosi

Niech u(Rs)/Rs =104 jezeli u(@)=100x 106, to  r;j~005 jesl wu(@=100x105, to  r;;~099
ijezeli u(a) =100 x 1075, to rjj ~1,000. Jezeli wigc u(@) — 0, to rjj — 1iu(R;) > u(Rs).

UWAGA W ogélnosci, we wzorcowaniach poréwnawczych, takich jak w powyzszym przyktadzie, oszacowane wartosci
wzorcowanych obiektéw sg skorelowane, ze stopniem korelacji, zaleznym od stosunku niepewnosci poréwnania do
niepewnosci wzorca odniesienia. Gdy, jak sie czesto zdarza, niepewno$¢ pordwnania jest mata w poréwnaniu

Z niepewnoscig wzorca, wspoétczynniki korelacji sg rowne +1 i niepewnos¢ kazdego wzorcowanego obiektu jest taka sama
jak wzorca.

F.1.2.4 Mozna unikng¢ koniecznosci wprowadzania kowariancji u(x;, xj), zmieniajgc pierwotny zbior wielkosci
wejsciowych X}, X,, ..., X}, od ktérych zalezy menzurand Y [patrz réwnanie (1) w 4.1], tak aby wigczy¢ do
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zbioru wielko$ci wejsciowych, jako dodatkowe niezalezne wielkosci, te wielkoSci Ql, ktére sg wspdlne dla
dwoch lub wigcej wielkosci wejsciowych X pierwotnego zbioru. (Moze byc¢ konieczne wykonanie dodatkowych
pomiaréw, w celu ustalenia petnej zaleznosé pomiedzy wielkosciami Ql i poddanymi ich oddziatywaniom
wielkoéciamiXi). Tym niemniej, w pewnych sytuacjach moze by¢ wygodniejsze pozostawienie kowariancji, niz

zwiekszanie liczby wielkosci wejsciowych. Podobny zabieg mozna przeprowadzi¢ dla obserwowanych
kowariancji rownoczesnie powtarzanych obserwacji [patrz (17) w 5.2.3], ale identyfikacja odpowiednich
dodatkowych wielkosci wejsciowych jest czesto dorazna i fizycznie nieuzasadniona.

PRZYKLAD Jesli, w przykiadzie 1 poprzedniego podrozdziatu, w réwnaniu okreslajgcym P podstawi sie /i ¢t wyrazone
przez Rg, to otrzymuje sig¢ rownanie

CoVs

P =
RS[Ty +ap (RS ~ 1]

korelacja miedzy /i t przestaje by¢ potrzebna dzieki zastgpieniu wielkosci /i ¢ przez wielko$ci Vs, Rg i 5. Poniewaz wielko$ci
te sg nieskorelowane, wariancje P mozna otrzymac z réwnania (10) w 5.1.2.

F.2 Skladowe niepewnosci wyznaczane innymi metodami: metoda typu B
wyznaczania niepewnosci standardowej

F.2.1 Potrzeba stosowania metody typu B wyznaczania niepewnosci

Jesli laboratorium pomiarowe ma dos¢ czasu i Srodkéw, moze prowadzi¢ wyczerpujgce badania statystyczne
wszystkich mozliwych przyczyn niepewnosci, stosujgc na przyktad wiele réznych konstrukcji i rodzajow
przyrzadéw pomiarowych, stosujgc rézne metody pomiaru, rézne ich realizacje i ré6zne aproksymacje ich
teoretycznych modeli. Niepewnosci powigzane ze wszystkimi przyczynami mogg wtedy by¢ wyznaczone
drogg statystycznej analizy serii obserwacji i kazda z nich moze byé scharakteryzowana przez statystycznie
wyznaczone odchylenie standardowe. Innymi stowami, wszystkie sktadowe niepewnosci mogg byc¢
wyznaczone metodg typu A. Poniewaz takie badania sg ekonomicznie nieuzasadnione, wiele sktadowych
niepewnosci trzeba wyznaczaé innymi, bardziej praktycznymi sposobami.

F.2.2 Rozklady okreslone matematycznie
F.2.21 Rozdzielczo$¢ wskazania cyfrowego

Jednym ze zrédtem niepewnosci przyrzadu cyfrowego jest rozdzielczosé jego urzadzenia wskazujgcego.
Na przyktad, nawet gdyby powtarzane wskazania byly identyczne, niepewnos¢ pomiaru przypisywana
powtarzalnosci nie wynositaby zero, poniewaz istnieje pewien okreslony zakres sygnatow wejsciowych

przyrzadu, ktore dajg to samo wskazanie. Jesli rozdzielczo$¢ urzgdzenia wskazujgcego wynosi Ox, to warto$é
wymuszenia, ktéry powoduje dane wskazanie X, moze leze¢ z jednakowym prawdopodobienstwem,
gdziekolwiek w przedziale od X — dx/2 do X + dx/2. Wymuszenie jest wiec opisane przez prostokatny rozktad
prawdopodobienstwa (patrz 4.3.7 i 4.4.5) o szerokosci Ox i wariancji uw = (8x)2/12, co odpowiada odchyleniu
standardowemu u = 0,29 &x dla kazdego wskazania.

Tak wiec waga z cyfrowym urzgdzeniem odczytowym, w ktérym najmniejszg cyfrg znaczacg jest 1 g, ma
wariancje powodowang rozdzielczoscig urzgdzenia rowng u = (1/12) g*> i odchylenie standardowe

u=(1/12)g=029g.
F.2.2.2 Histereza

Pewne rodzaje histerezy mogg powodowa¢ podobny rodzaj niepewnosci. Wskazanie przyrzadu moze réznic
sie 0 pewng stalg i znang warto$¢, w zaleznosci od tego, czy kolejne odczyty sg wykonywane przy rosngcej,
czy malejgcej wartosci wielkosci. Uwazny eksperymentator zwraca uwage na kierunek kolejnych odczytéow
i dokonuje odpowiedniej poprawki. Ale kierunek wptywu histerezy nie zawsze moze by¢ zaobserwowany,
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mogg wystepowaé ukryte oscylacje wewnatrz przyrzadu wokot potozenia rownowagi, tak ze wskazanie
koncowe zalezy od tego, z jakiego kierunku ten punkt jest osiggany. Jesli szerokos¢ zakresu mozliwych

wartosci odczytow znieksztatconych histerezg jest réwna Ox, to wariancja wynosi u’ :(Sx)2 /12,

za$ odchylenie standardowe z powodu histerezy wynosi u = 0,29 dx.
F.2.2.3 Ograniczona rozdzielczo$¢ arytmetyki

Zaokraglanie lub obcinanie liczb w trakcie obliczerh wykonywanych przez komputer moze by¢ takze zrédtem
niepewnosci. Rozwazmy, na przyktad, komputer z dtugos$cig stowa réwng 16 bitéw. Jesli w trakcie obliczen,
liczba majgca takg dtugo$¢ stowa jest odejmowana od innej, od ktérej rozni sie tylko w 16. bicie, pozostaje
tylko jeden znaczacy bit. Takie przypadki mogg mieé miejsce przy obliczaniu "Zle uwarunkowanymi"
algorytmami i mogg by¢ trudne do przewidzenia. Niepewno$¢ zwigzang z tg wlasciwoscig obliczen mozna
okresli¢ empirycznie wprowadzajgc mate, stopniowo wzrastajgce zmiany najistotniejszej dla obliczen wielkosci
wejsciowej (czesto jest to wielkos¢ proporcjonalna do wielkosci wyjsciowej), az do uzyskania zmiany wartosci
wielko$ci wyjsciowej. Najmniejsza zmiana wartosci wielkosci wyjsciowej tak uzyskana, moze by¢ uwazana za

miare niepewnosci. Jesli jest ona réwna 8x, to wariancja wynosi u° = (5x)2/12 , za$ odchylenie standardowe
wynosi u = 0,29 ox.

UWAGA Mozna sprawdzi¢ wyznaczanie niepewno$ci poprzez poréwnanie wyniku obliczen, uzyskanego na komputerze
0 ograniczonej dtugosci stowa z wynikiem takich samych obliczen na komputerze, o znacznie wiekszej dtugosci stowa.

F.2.3 Importowane wielkosci wejsciowe

F.2.3.1 Importowang wartoscig wielkosci wejsciowej jest wartos¢, ktorej nie wyznaczano w trakcie danego
pomiaru, ale przyjeto jg jako wyznaczong na drodze innego, niezaleznego postepowania. Czesto ze znang
wartoscig importowang zwigzana jest informacja o niepewnosci tej wartosci. Niepewnos¢ moze byé podana
jako odchylenie standardowe, wielokrotno$¢ odchylenia standardowego, szeroko$¢ potéwkowa przedziatu
o ustalonym poziomie ufnosci. Mogg by¢ alternatywnie podane dolna i gérna granica. Moze jednak nie by¢
zadnej informaciji o niepewnosci, w tym przypadku ten, kto przyjmuje takg warto§¢ musi wykorzysta¢ wtasng
wiedze, o najbardziej prawdopodobnej wartosci niepewnosci wynikajgcej z natury wielkosci, o wiarygodnosci
zrodta, o niepewnosciach otrzymywanych w praktyce dla takich wielkosci, itd.

UWAGA Dyskusja na temat niepewnosci zewnetrznych wielkosci wejsciowych jest zawarta w rozdziale poswieconym
wyznaczaniu niepewnos$ci metodg typu B jedynie ze wzgledu na wygode. Niepewno$¢ takiej wielkosci, moze by¢ ztozona
zaréwno ze skltadowych otrzymanych metodg typu A jak i typu B. Poniewaz przy wyznaczaniu niepewnosci standardowej
ztozonej nie ma potrzeby rozrdézniania pomiedzy skladowymi obliczanymi tymi metodami, nie jest wiec konieczna
znajomos$¢ poszczegodlinych sktadowych niepewnosci wielkosci zewnetrznej.

F.2.3.2 Niektére laboratoria wykonujgce wzorcowania przyjety praktyke wyrazania "niepewnosci”, w formie
gornej i dolnej granicy, ktére definiujg przedziat, majgcy "minimum" poziomu ufnosci, na przykfad
"przynajmniej" 95 %. Niepewnos¢ ta moze by¢ traktowana jako przyktad tak zwanej "bezpiecznej" niepewnosci
(patrz E.1.2), nie mozna jej przeliczy¢ na niepewnos¢ standardowg bez znajomosci sposobu, w jaki jg
obliczono. Gdy sposéb obliczania jest podany, mozna odtworzy¢ obliczenia, zgodnie z zasadami Przewodnika.
W przeciwnym przypadku nalezy przeprowadzi¢ niezalezne wyznaczanie niepewnosci jakimkolwiek mozliwym
sposobem.

F.2.3.3 Niektore niepewnosci sg podane po prostu jako maksymalne granice w obrebie ktérych, jak sie mowi,
lezg wszystkie wartosci wielkosci. Powszechnie praktykowane jest przyjmowanie, ze w obrebie tych granic,
wszystkie wartosci sg jednakowo prawdopodobne (prostokgtny rozkiad prawdopodobienstwa), nie mozna
jednak przyjmowacé rozktadu prostokatnego, jezeli oczekuje sie, ze wartosci wewnatrz przedziatu, ale bliskie

granic sg mniej prawdopodobne niz wartosci blizsze srodka. Rozktad prostokatny z szerokoscig potéwkowa a
ma wariancje a*/3. Rozklad normalny, dla ktérego a jest szerokoscig potéwkowg przedziatu o poziomie poziom
ufnosci 99,73 %, ma wariancje a’/9. Kompromisowo przyjmuje sie niekiedy rozkfad trojkatny, dla ktérego
wariancja wynosi a’l6 (patrz 4.3.94.4.6).
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F.2.4 Mierzone wielkosci wejsciowe
F.2.41 Pojedyncza obserwacja, przyrzady wzorcowane

Jezeli estymate wartosci wielkosci wejsciowej otrzymuje sie na podstawie pojedynczej obserwacji wskazania
przyrzadu, ktéry byt wczesniej wzorcowany przy uzyciu wzorca o matej niepewnosci, to niepewnosc tej
estymaty jest gtdwnie zwigzana z powtarzalnoscig. Wariancja pomiaréw powtarzanych tym samym
przyrzadem mogta by¢ wyznaczona uprzednio, niekoniecznie przy sScisle takiej samej wartosci odczytu, ale
dostatecznie jej bliskiej. Tak wyznaczong wariancje mozna przypisa¢ mierzonej rozpatrywanej wielkosci
wejsciowej. Jezeli nie posiada sie takich informacji, nalezy dokonaé oszacowania na podstawie znajomosci
aparatury pomiarowej lub przyrzadu, znanych wariancji innych przyrzagdéw o podobnej konstrukgiji itp.

F.2.4.2 Pojedyncza obserwacja, przyrzady sprawdzane

Nie wszystkie przyrzady pomiarowe sg zaopatrzone w Swiadectwa wzorcowania, nie dla wszystkich tez
podana jest krzywa wzorcowania. Wiekszos¢ przyrzgdow skonstruowana jest zgodnie z obowigzujgcymi
normami, a zgodnos¢ ich konstrukcji z odpowiednimi normami sprawdzana jest przez producenta albo przez
niezalezny organ. Zwykle norma ustala wymagania metrologiczne, czesto w postaci "najwiekszych btedéw
dopuszczalnych", ktére przyrzad powinien spetnia¢. Zgodnosé wtasciwosci przyrzadu z wymaganiami okresla
sie przez poréwnanie z przyrzgdami kontrolnymi, ktérych maksymalna dopuszczalna niepewnosc jest zwykle
okreslona w normie. Niepewnosc ta jest potem skfadnikiem niepewnosci sprawdzonego przyrzadu.

Jezeli nic nie wiadomo na temat charakterystycznej krzywej btedéw sprawdzonego przyrzadu, trzeba zatozy¢,
ze kazdy btgd w granicach dopuszczalnych jest jednakowo prawdopodobny, czyli trzeba przyjg¢ prostokatny
rozklad prawdopodobienstwa. Jednak pewne rodzaje przyrzadow pomiarowych, majg krzywe
charakterystyczne bteddéw takie, ze btedy te, na przyktad, sg prawie zawsze dodatnie w jednej czesci zakresu
pomiarowegdo i ujemne w innych. Czasami takie informacje mozna wydedukowa¢ studiujgc norme.

F.2.4.3 Wielkosci nastawiane

Pomiary wykonuje sie czesto w kontrolowanych warunkach odniesienia, o ktérych zakitada sie, ze sg
niezmienne podczas trwania serii pomiaréw. Na przykfad, pomiary mogg by¢ przeprowadzane na probkach
w mieszanej kgpieli olejowej, ktdrej temperatura jest kontrolowana przez termostat. Temperatura kgpieli moze
by¢ mierzona w czasie kazdego pomiaru na prébce, ale jezeli temperatura kgpieli zmienia sie, to chwilowa
temperatura probki moze nie by¢ réwna temperaturze wskazanej przez termometr zanurzony w kapieli.
Obliczanie fluktuacji temperatury prébki, oparte na teorii przenoszenia ciepta oraz wariancji tych fluktuacji
wykracza poza zakres Przewodnika, jego podstawg jest znana albo zatozona zmiennos¢ temperatury kagpieli.
Zmiennos¢ te mozna obserwowaé za pomocg termoogniwa i rejestratora temperatury, ale takze mozna
whnioskowac o jej przyblizonej charakterystyce ze znajomosci natury obiektéw kontrolowanych.

F.2.4.4 Asymetryczne rozktady mozliwych wartosci

Zdarzajg sie sytuacje, gdy wszystkie mozliwe wartosci wielkosci lezg po jednej stronie pojedynczej
ograniczajgcej wartosci. | tak na przyktad, gdy mierzy sie statg pionowg wysoko$¢ h (menzurand) stupa cieczy
w manometrze, o$ urzadzenia mierzgcego wysokosé moze odchylaé sie od pionu o maty kat. Dlugosé /
zmierzona przez urzadzenie bedzie zawsze wigksza niz h. Wynika to stad, ze 4 jest rowne rzutowi / cosf,
stad [/ = h/cos 3, a wszystkie wartosci cos/f sg mniejsze od jednosci. Ten tak zwany "btgd cosinusowy" moze

takze wystapi¢, jezeli rzut A'cosf menzurandu 4' bedzie rowny obserwowanej dtugosci /, to jest / = h' cosf
i zaobserwowana diugosc¢ bedzie zawsze mniejsza niz menzurand.

Jesli wprowadzi sie nowg zmienng 0= 1 — cos/3, to przy zatozeniu, ze S~ 0 lub d<< 1, jak to zwykle jest
w praktyce, mamy dla rozpatrywanych dwdch réznych sytuaciji

h =1(1-9) (F.3a)
i =1(1+6) (F.3b)
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Tutaj / , najlepsza estymata /, jest $rednig arytmetyczng n niezaleznych powtérzonych obserwacji /, dtugosci
| z oszacowang wariancjg u2(7) [patrz réwnanie (3) i (5) w 4.2]. Z réwnan (F.3a) i (F.3b) wynika, ze do
wyznaczenia estymaty 4 lub A' trzeba zna¢ estymate wspotczynnika poprawkowego O, podczas gdy do
wyznaczenia niepewnosci standardowej ztozonej estymaty 4 lub 4' trzeba znac uz(é), tj. oszacowang
wariancje o. Stosujgc rownanie (10) z 5.1.2 do réwnan (F.3a) i (F.3b) otrzymuje sie szczegotowe formuty dla

ul(h) i uZ(h') (ze znakami — i + odpowiednio)

ul =(1£0)u*(1)+1 u*(9) (F.4a)
~u?(1)+1 u*(9) (F.4b)

Aby otrzymac¢ estymaty wartosci oczekiwanej i wariancji o zatozmy, ze o$ urzgdzenia zastosowanego do
mierzenia wysoko$ci stupa cieczy w manometrze, jest ustawiona na state w ptaszczyznie pionowej i ze rozkfad

wartosci kata inklinacji f wokot jego wartosci oczekiwanej rownej zeru jest rozktadem normalnym z wariancjg
6. Chociaz S moze przyjmowac wartosci zaréwno dodatnie, jak i ujemne, 0= 1 — cos/ jest dodatnie dla

wszystkich wartosci f. Jesli zatozy sie, ze ustawienie osi urzadzenia jest swobodne, to orientacja osi moze
sie zmienia¢C w kacie brylowym, poniewaz jest ona zdolna do niewlasciwego ustawienia sie rowniez

w azymucie, ale [ jest wtedy zawsze katem dodatnim.

Dla sztywnego ustawienia osi, czyli w przypadku jednowymiarowym, element prawdopodobienstwa p(f)d/
(C.2.5, uwaga) jest proporcjonalny do {exp[—ﬂz/(262)]}dﬁ. Dla swobodnego ustawienia osi, czyli
w przypadku dwuwymiarowym, element prawdopodobienstwa  jest proporcjonalny  do
{exp[—B*/(25%)]}sinBd . Do obliczenia z réwnan (F.3) i (F.4) wartosci oczekiwanej i wariancji S potrzebne
sg w obu przypadkach wyrazenia okreslajace funkcje gestosci prawdopodobienstwa p(0). Otrzymuje sie je
stosunkowo tatwo z elementéw prawdopodobienistwa, poniewaz mozna zatozy¢, ze kat 3 jest maty, i stad
0 =1-cosf i sinff mozna rozwing¢ w szereg potegowy najnizszego rzedu wzgledem f. Otrzymuje sie

o~ ﬂ2/2, sinffrf~~20 idf= dé‘/\/Zé‘ . Stad funkcje gestosci prawdopodobienstwa

P(O) =~ exp (-010") F52)
w jednym wymiarze oraz

p(6) = % exp (—6/0?) (F.5b)
w dwoéch wymiarach, gdzie

T p(0)do =1

0

Réwnania (F.5a) i (F.5b), ktére pokazujg, ze najbardziej prawdopodobna warto$¢ poprawki & w obu
przypadkach wynosi zero, dajg dla warto$ci oczekiwanej i wariancji & w przypadku jednowymiarowym
E(8) = 8%2 ivar(6) = 6*/2, a w przypadku dwuwymiarowym E(8) = 62 i var(8) = 5. Réwnania (F.3a),
(F.3b), (F.4b) przyjmujg postac

h=1[1-(d/2)u*(B)] (F.6a)
B =1[1+(d/2)u*(p)] (F.6b)
ul(h)=uZ(Wy=u>(1)+(d/2) *u*(p) (F.6c¢)
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gdzie d jest wymiarem (d = 1 lub 2), a u(f) jest niepewnoscig standardowa kata [, przyjeta jako najlepsza

estymata odchylenia standardowego o zatozonego rozkfadu normalnego i wyznaczong na podstawie
wszystkich dostepnych informaciji, dotyczgcych pomiaru (metoda typu B). Jest to przyktad przypadku, w ktérym
estymata wartosci menzurandu zalezy od niepewno$ci wielko$ci wejsciowe;.

Chociaz réwnania od (F.6a) do (F.6¢c) odnoszg sie do rozkfadu normalnego, mozna jednak przeprowadzi¢
analize, zaktadajac inne rozkiady dla . Na przyktad, jesli sie przyjmie sie dla [ symetryczny rozkiad
prostokatny w przypadku jednowymiarowym z gérng i dolng granicg odpowiednio +/3, i —f3, i w przypadku

dwuwymiarowym, odpowiednio +f5, i 0, to E(J) :ﬂoz/6 i var(9) :ﬂg/45 dla przypadku
jednowymiarowego oraz E(0) = ﬁoz/4 i var(o) = ﬂg’/48 dla przypadku dwuwymiarowego.

UWAGA Jest to sytuacja, kiedy rozwiniecie funkcji Y = (X}, X2, ..., Xy) w szereg Taylora z wyrazami pierwszego rzedu,

dokonane w celu otrzymania ug (») , réwnanie (10) w 5.1.2, jest zbyt niedoktadne z powodu nieliniowosci f: cos 3 # cosZ’

(patrz uwaga 2 do 5.1.2 i H.2.4). Chociaz analize mozna w cato$ci przeprowadzi¢ postugujac sie wielkoscia f, jednak
wprowadzenie zmiennej d upraszcza problem.

Innym przyktadem sytuacji, gdzie wszystkie mozliwe wartosci wielkosci lezg po jednej stronie pojedynczej
warto$ci granicznej, jest okreslanie drogg miareczkowania stezenia danego sktadnika w roztworze, gdzie
punkt koficowy jest wskazywany wyzwoleniem sygnatu. Dodana ilo$¢ reagenta jest zawsze wigksza niz ilo§é
niezbedna do wyzwolenia sygnatu, nigdy mniejsza. Nadmiar reagenta ponad punkt graniczny jest zmienng
w analizie danych, a procedura w tym przypadku (i w przypadkach podobnych), polega na przyjeciu
odpowiedniego rozktadu prawdopodobienstwa dla nadmiaru i na wykorzystaniu go do wyznaczenia wartosci
oczekiwanej nadmiaru i jego warianciji.

PRZYKLAD Jesli przyjmie sie dla nadmiaru z rozktad prostokatny o dolnej granicy zero i gérnej Cy, to warto$¢ oczekiwana
nadmiaru z wynosi Cy/2, za$ wariancja z nig zwigzana wynosi Cy/12. Jesli przyjmie sie dla nadmiaru z rozktad normalny

w przedziale 0 <z <o, to jest p(z) = (o-xln/Z)_] exp[—zz/(2o—2 )], to warto$¢ oczekiwana wynosi o/2/n , a wariancja
o(1-2m).

F.2.4.5 Niepewnos$¢ w przypadku niestosowania poprawek wynikajacych z krzywej wzorcowania

Uwaga do 6.3.1 wspomina przypadek, w ktérym, zamiast uwzglednienia w podanym wyniku pomiaru poprawki
b korygujgcej oddziatywania systematyczne, rozszerza sie niepewno$¢ przypisang wynikowi pomiaru.
Przyktadem takiego postepowania jest zastgpienie niepewnosci rozszerzonej U przez U + b, gdzie U jest
niepewnos$cig rozszerzong, otrzymang przy zatozeniu, ze b =0. Praktyka ta jest czasami stosowana
w sytuacjach, kiedy menzurand Y jest zdefiniowany w pewnym zakresie wartosci parametru ¢, jak w przypadku
krzywej wzorcowania czujnika temperaturowego, a U i b takze zalezg od ¢ i podawana jest tylko pojedyncza
warto$¢ "niepewnosci” dla wszystkich estymat )(#) menzurandu w catym zakresie mozliwych warto$ci ¢.
W takich sytuacjach wynik pomiaru jest czesto podawany w postaci przedziatu Y(¢) = y(f) £ [U,, .« T b
gdzie indeks "max" pokazuje, ze podane sg maksymalna wartos¢ U i maksymalna warto$¢ poprawki b
w catym przedziale warto$ci .

ax max] ’

Chociaz Przewodnik zaleca stosowanie do wynikéw pomiaréw poprawek ze wzgledu na znane znaczgce
oddziatywania systematyczne, to nie zawsze jest to mozliwe w takiej sytuacji ze wzgledu na niedopuszczalny
koszt, ktory zostatby poniesiony przy obliczaniu i stosowaniu oddzielnych poprawek i niepewnosci dla kazdej

wartosci (7).

Podamy stosunkowo prosty sposéb rozwigzania takiego problemu, spdjny z zasadami Przewodnika. Polega
on na wyliczeniu pojedynczej $redniej poprawki b ze wzoru

— 1 4
b= jtl b(t)dt (F.7a)

t2 _tl

©JCGM 2008 — wszelkie prawa zastrzezone 67



JCGM 100:2008

i przyjeciu ¥/ (f) = y(t)+1; jako najlepszej estymaty Y(¢), przy czym ¢, i t, sg granicami zakresu warto$ci
przyjmowanych przez parametr ¢, a y(t) jest najlepsza nieskorygowang estymata Y(¢). Wariancja zwigzana ze
$rednig poprawkg b w zakresie wartosci ¢ jest dana zaleznoscig

1

u'(b)=
L=

er [b(t)—b T dt (F.7b)

nieuwzgledniajgcg niepewnosci wyznaczenia poprawki b(¢). Srednia wariancja poprawki b(f) jest dana
wzorem

JE— 1 P
W [b(6)] =——["u’ [b()] dt (F.7¢)
tz - tl [1
w ktorym uz[b(t)] jest wariancjg poprawki b(¢). Podobnie, $rednig wariancje y(f) wynikajacg ze wszystkich
Zrédet niepewnosci innych niz poprawka b(f), mozna wyrazi¢ wzorem
1
=4

u’ [y(t)] = J.:z u’ [y(t)]dt (F.7d)

gdzie uz[y(t)] jest wariancjg )(f) spowodowang przez wszystkie rézne od b(f) zrédta niepewnosci.
Pojedyncza warto$¢ niepewnosci standardowej, ktorg mozna zastosowaé dla wszystkich estymat
Y (f) = M)+ b menzurandu Y(7) jest za$ dodatnim pierwiastkiem kwadratowym z

ul () = [y(O]+u’[b()] +u’ (b) (F.7e)
Niepewno$¢ rozszerzong U wyznacza sie mnozgc uc(y') przez odpowiednio wybrany wspdiczynnik k,

U=ku,(y"), co prowadzi do Y(t)=y'(£)+ U = y(¢) + b+ U. Jednakze stosowanie jednej poprawki

Sredniej dla wszystkich wartosci ¢t zamiast odpowiedniej poprawki dla kazdej wartosci ¢ musi mie¢ swoje
uzasadnienie, a towarzyszy¢ mu musi jasne stwierdzenie, co reprezentuje U.

F.2.5 Niepewnos¢ metody pomiarowej

F.2.5.1 Najtrudniejszg, by¢ moze, do wyznaczenia jest skladowa niepewnosci zwigzana z metodg
pomiarowg, szczegdlnie jesli stosowanie tej metody wskazuje, ze daje ona wyniki z mniejszg zmiennoscig, niz
wyniki otrzymane inng znang metoda. Jest jednak prawdopodobnym, Ze istniejg inne metody, niektére z nich
jeszcze nieznane albo w jaki$ sposéb niepraktyczne, ktére mogtyby dawac systematycznie rézne wyniki
pozornie tak samo wartosciowe. Implikuje to rozktad prawdopodobienstwa a priori, a nie rozktad, z ktérego
tatwo mozna wzig¢ prébe i potraktowac jg statystycznie. Stgd, nawet chociazby niepewno$¢ metody mogta
by¢ dominujgca, to czesto jedyng informacjg dostepng przy wyznaczaniu jej niepewnosci standardowej jest
aktualna wiedza o Swiecie fizycznym. (Patrz takze E.4.4).

UWAGA Okreslajgc ten sam menzurand réznymi metodami w tym samym laboratorium lub w réznych laboratoriach, albo
tg samg metodg w roéznych laboratoriach, mozna czesto uzyskaé cenne informacje o niepewnosci zwigzanej z dang
metodg. W ogdlnosci, wymiana pomiedzy laboratoriami wzorcéw pomiarowych i materiatbw odniesienia stosowanych
w niezaleznych pomiarach jest uzytecznym sposobem ocenienia wiarygodnosci wyznaczania niepewno$ci i identyfikacji
wczesniej nierozpoznanych oddziatywan systematycznych.

F.2.6 Niepewnos$¢ probki

F.2.6.1 Wiele pomiarobw wymaga poréwnywania nieznanego obiektu ze znanym wzorem o podobnych
charakterystykach, wykonywanego w celu wzorcowania obiektu nieznanego. Przyktadem sg ptytki wzorcowe,
pewne rodzaje termometrow, zestawy odwaznikéw, opornikéw i materiatdbw o wysokim stopniu czystosci.
W wiekszosci takich przypadkéw metody pomiarowe nie sg specjalnie uzaleznione lub podatne niekorzystnym
oddziatywaniom od wyboru prébki badanej, od sposobu traktowania probki albo wptywow réznych wielkosci
charakteryzujgcych srodowisko, poniewaz obiekt badany i wzorzec reagujg zwykle w ten sam (a czesto
przewidywalny) sposob na te zmienne.
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F.2.6.2 W pewnych sytuacjach pomiarowych, probkowanie i traktowanie probki odgrywajg o wiele wiekszg
role. Tak witasnie jest czesto podczas analizy chemicznej substancji pochodzenia naturalnego.
W przeciwienstwie do substancji wyprodukowanych przez cztiowieka, ktére mogg by¢ jednorodne w stopniu
przewyzszajgcym jednorodnos¢ wymagang w danym pomiarze, substancje naturalne sg czesto bardzo
niejednorodne. Ta niejednorodno$é prowadzi do dwdch dodatkowych sktadowych niepewnosci. Ocena
pierwszej z nich wymaga ustalenia, na ile wiernie wybrana probka reprezentuje substancje poddang analizie.
Ocena drugiej z nich wymaga ustalenia, do jakiego stopnia drugorzedne (nieanalizowane) sktadniki wptywaja
na pomiar i czy sg one odpowiednio uwzgledniane przez metode pomiarowa.

F.2.6.3 W pewnych przypadkach wiasciwe planowanie eksperymentu umozliwia statystyczne wyznaczenie
niepewnosci na podstawie prébki (patrz H.5 i H.5.3.2). Zwykle jednak, a szczegdlnie wowczas, gdy wpltywy
srodowiska na probke sg znaczace, przy wyznaczaniu niepewnosci niezbedne sg umiejetnosci i wiedza
analityka pochodzgce z doswiadczenia i wszystkich dostepnych zrédet informac;i.
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Aneks G

Stopnie swobody i poziomy ufnosci

G.1 Wprowadzenie

G.1.1 Aneks G jest poswiecony ogéinym problemom wyznaczania, na podstawie estymaty y menzurandu Y
i niepewnosci standardowej ztozonej u () tej estymaty, niepewnosci rozszerzonej U » :kpuc(y), ktéra

wytycza przedziat y—Up <Y< y+Up o okreslonym, wystarczajgco duzym, przypisanym mu

prawdopodobienstwie rozszerzenia lub poziomie ufnosci p. Sprowadza sig to do okreslania wspodtczynnika
rozszerzenia kp wyznaczajgcego wokot wyniku pomiaru y przedziat, od ktérego mozna oczekiwaé, ze obejmie

duzg, okreslong czes¢ p rozktadu wartosci, ktére mozna w uzasadniony sposéb przypisa¢ menzurandowi Y
(patrz rozdziat 6).

G.1.2 W wiekszosci praktycznych sytuacji pomiarowych, obliczenie przedziatdéw majgcych okreslone poziomy
ufnosci, a faktycznie oszacowanie wiekszosci pojedynczych sktadowych niepewnosci, jest w najlepszym
wypadku tylko przyblizone. Nawet odchylenie standardowe eksperymentalne sredniej z tak wielu, jak z 30
obserwacji wielkosci opisanej przez rozktad normalny, ma samo niepewnos¢ okoto 13 % (patrz tabela E.1
w aneksie E).

W wiekszosci przypadkéw, nie ma sensu rozrézniaé, na przyktad, przedziatu o poziomie ufnosci 95 % (jedna
szansa ma 20, ze wartos¢ menzurandu Y lezy poza tym przedziatem) od przedziatéw o poziomach ufnosci
94 % 196 % (1 szansa na 17 i na 25, odpowiednio). Otrzymanie wiarygodnych przedziatéw o poziomie ufnosci
99 % (1 szansa na 100) i wyzszych jest szczegdlnie trudne, nawet jesli zatozy sie, ze nie przeoczono zadnych
oddziatywan systematycznych, poniewaz zwykle posiada si¢ mato informacji o skrajnych czesciach "ogonéw"
rozktadow prawdopodobieristwa wielkosci wejsciowych.

G.1.3 Aby okresli¢ wartos¢ wspétczynnika rozszerzenia kp wyznaczajgcego przedziat odpowiadajgcy

okreslonemu poziomowi ufnosci p, nalezy znaé rozktad prawdopodobienstwa charakteryzujgcego wynik
pomiaru oraz jego niepewnos$¢ standardowg ztozong. Na przyktad, dla wielko$ci z opisanej przez rozkfad

normalny z wartoscig oczekiwang u, i odchyleniem standardowym o, mozna obliczy¢ wartos¢ kp
wyznaczajgca przedziat u, + kpa obejmujacy czes¢ p rozktadu i stgd majgcy okresine prawdopodobienstwo,

czyli poziom ufnosci p. Niektére wartosci wspoétczynnika rozszerzenia dla rozktadu normalnego podano
w tabeli G.1.

Tab. G.1 — Wartos¢é wspélczynnika rozszerzenia kp okreslajacego dla rozktadu

normalnego przedziat o poziomie ufnosci p

Poziom ufnosci p Wspétczynnik rozszerzenia kp

(%)

68,27 1
90 1,645
95 1,960

95,45 2
99 2,576

99,73 3
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UWAGA Jesli z ma prostokatny rozktad prawdopodobienstwa z wartoscig oczekiwang u i odchyleniem standardowym
o= a/\/g , gdzie a jest szeroko$cig potéwkowa rozktadu, poziom ufnosci p wynosi 57,74 % dla kp =1;95 %dla kp =1,65;

99 % dla kp =1,711 100 % dla kp Z\/?_) ~ 1,73. Rozkfad prostokatny jest "wezszy" niz rozktad normalny w tym sensie, ze
ma skonczona rozciggtosc¢ i nie ma "ogondéw".

G.1.4 Jesli rozktady prawdopodobiefistwa wielkosci wejsciowych X, X, ..., Xj, od ktérych zalezy
menzurand Y sg znane [a takze ich warto$ci oczekiwane i wariancje oraz momenty wyzsze (patrz C.2.13
i C.2.22), jesli rozktady nie sg rozktadami normalnymil, i jesli Y jest funkcjg liniowg wielkosci wejsciowych (suma
wazong) Y =c X+ X, +..4+ Xy, to rozktad prawdopodobienstwa Y mozna wyznaczy¢ jako splot
poszczegodlnych rozktadéw wielkosci wejsciowych [10]. Wartosci kp, ktére tworzg przedzialy odpowiadajgce
okreslonym poziomom ufnosci p, mozna nastepnie obliczy¢ na podstawie wynikowego rozktadu splotowego.

G.1.5 Jezeli funkcja okreslajgca zalezno$¢ miedzy Y'i wielkosciami wejsciowymi X, X, ..., X), jest nieliniowa
i szereg Taylora z wyrazami pierwszego rzedu jest przyblizeniem niewystarczajgcym (patrz 5.1.2 i 5.1.5),
wtedy rozkfadu prawdopodobienstwa Y nie mozna wyznaczaé przez splatanie rozktadow wielkosci
wejsciowych. W takich przypadkach nalezy postugiwac sie innymi analitycznymi lub numerycznymi metodami
wyznaczania rozktadu funkcji zmiennych losowych.

G.1.6 W praktyce, poniewaz parametry charakteryzujgce rozktady prawdopodobienstwa wielkosci
wejsciowych sg zwykle szacowane, gdyz nierealistyczne jest oczekiwanie, ze poziom ufnosci, ktéry ma by¢
zwigzany z danym przedziatem, moze by¢ znany z duzg doktadnoscig i ze wzgledu na ztozonos¢ splatanych
rozktadow prawdopodobienstwa, takie sploty rzadko, jesli w ogodle, sg stosowane, gdy trzeba obliczy¢
przedzialty o okreslonych poziomach ufnosci. Zamiast tego stosowane sg przyblizenia, ktére wykorzystujg
centralne twierdzenie graniczne.

G.2 Centralne twierdzenie graniczne

N
G.21 Jezeli ¥ =cX,+c, X, T..+cy Xy = Z,-:1CiXi i wszystkie X; majg rozktady normalne, to rozktad Y

takze jest normalny. Jednakze, nawet jezeli rozktady X; nie sg normalne, rozktad Y czesto, na mocy
centralnego twierdzenia granicznego, mozna aproksymowac rozktadem normalnym. Twierdzenie to orzeka,

ze rozktad Y bedzie w przyblizeniu normalny z warto$cig oczekiwang E(Y )=ZilciE(Xi) i wariancjg
02(Y)=Z:i1 cl.zaz (X;), gdzie E(X,) jest wartoscig oczekiwang X, a 0'2(X1-) jest wariancjg X, jesli X; sa

niezalezne i O'Z(Y) jest duzo wieksze niz jakakolwiek pojedyncza sktadowa c; Gz(Xi) wielkosci X, majacej
inny rozktad niz rozktad normalny.

G.2.2 Centralne twierdzenie graniczne jest wazne, poniewaz pokazuje jak duze znaczenie majg wariancje
rozktadow prawdopodobienstwa wielkosci wejsciowych, w poréwnaniu z momentami wyzszych rzedoéw tych
rozktadow, przy okreslaniu postaci wyniku splotu rozktadu zmiennej Y. Dalej, pokazuje ono, Ze splatany rozktad
zbliza sie do rozktadu normalnego, gdy wzrasta liczba wielkosci wejsciowych, wnoszgcych swoje udziaty do

02(Y). Zblizanie to jest tym szybsze, im blizsze sobie sg wartosci cl.ZGZ(Xl-) (w praktyce jest to
rbwnoznaczne z wnoszeniem przez estymaty wielkosci wejSciowych poréwnywalnych udziatbw do
niepewnos$ci estymaty menzurandu Y). Im blizsze normalnym sg rozktady wielko$ci X, tym mniej ich trzeba

splata¢, aby otrzymacé rozktad normalny dla Y.

PRZYKLAD Rozktad prostokatny (patrz 4.3.7 i4.4.5) jest krancowym przyktadem rozktadu odbiegajgcego od normalnego,
ale nawet splot tak niewielkiej liczby rozktaddw o réwnej szerokosci jak trzy daje juz rozktad w przyblizeniu normalny. Jesli
szerokos$¢ potdwkowa kazdego z trzech rozktadéw prostokatnych jest rowna a, a wiec wariancja kazdego z nich wynosi
a%/3, to wariancja splecionego rozktadu wynosi o2=a Przedziaty 95 % i 99 % splecionego rozktadu, sg okreslone przez
1,937ci 2,3790 odpowiednio, podczas gdy odpowiednie przedziaty dla rozkladu normalnego z tym samym odchyleniem
standardowym o sg okreslone przez 1,960ci 2,576 (patrz tablica G.1) [10].
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UWAGA 1 Dla kazdego przedziatu o poziomie ufnosci p wiekszym niz okoto 91,7 %, wartos¢ kp dla rozktadu normalnego

jest wieksza niz odpowiednia wartos¢ dla rozkiadu bedgcego splotem rozktadow prostokatnych w dowolnej ilosci
i 0 dowolnych rozmiarach.

UWAGA 2 Z centralnego twierdzenia granicznego wynika, ze rozktad prawdopodobienstwa Sredniej arytmetycznej g n
obserwacji g5 zmiennej losowej g o wartosci oczekiwanej 1, i skoriczonym odchyleniem standardowym o zbliza sig do

rozktadu normalnego o g, i odchyleniu standardowym a/\/;, gdy n — « niezaleznie od tego jaki jest rozkfad
prawdopodobienstwa q.

G.2.3 Praktyczng konsekwencijg centralnego twierdzenia granicznego jest to, ze wowczas gdy jego zatozenia
z grubsza sg spetnione, w szczegolnosci, gdy niepewno$¢ standardowa ztozona u () nie jest zdominowana

przez sktadowg niepewnosci standardowej, wyznaczong metoda typu A z serii niewielu obserwacji lub przez
sktadowg niepewnosci standardowej, wyznaczong metodg typu B z przyjetego rozktadu prostokatnego, to

uzasadnionym pierwszym przyblizeniem przy obliczaniu niepewnos$ci rozszerzonej Up=kp u(y),
wyznaczajgcej przedziat o poziomie ufnosci p, jest przyjecie dla kp wartosci wynikajgcej z rozkfadu
normalnego. Najczesciej stosowane wartosci kp podano w tabeli G.1.

G.3 Rozkiad 7-Studenta i stopnie swobody

G.3.1 Aby otrzymac lepsze przyblizenie, niz przy uzyciu wartosci kp zrozktadu normalnego jak w G.2.3, trzeba
zauwazyé, ze obliczenie przedzialu majgcego okreslony poziom ufnosci wymaga nie rozktadu zmiennej
[Y-E(Y)]/o(Y), ale rozktadu zmiennej [y—Y]/u.(Y), a to dlatego, ze w praktyce znana jest tylko

gdzie x; jest estymatg X, oraz wariancja ztozona uc2 (»)

N
estymata Y wyznaczana ze wzoru y = 25:1 C;X;
i J(1)= 2, ¢lu* (x)), gdzie u(x;) jest niepewnoscia standard
zwigzana z y, wyznaczona ze wzoru u;(y)=p ._ ciu X;), gdzie u(x;) jest niepewnos$cig standardowg

(oszacowane odchylenie standardowe) estymaty x..

UWAGA Scisle méwiac, w wyrazeniu (y — Y)/uC () Y powinno by¢ rozumiane jako E(Y). Dla prostoty, takie rozréznienie
zastosowano tylko w paru miejscach w Przewodniku. Generalnie jednak, ten sam symbol stosowano do oznaczania

wielkosci fizycznej, zmiennej losowej reprezentujgcej te wielkos¢ i wartosci oczekiwanej tej zmiennej (patrz 4.1.1, uwagi).
G.3.2 Jesli z jest zmienng losowg o rozkiadzie normalnym z wartoscig oczekiwang u, i odchyleniem

standardowym o, a z jest $rednig arytmetyczng n niezaleznych obserwacji z;, zmiennej z, z odchyleniem
standardowym eksperymentalnym s(z) $redniej Z [patrz réwnanie (3) i (5) w 4.2], wtedy rozktad zmiennej

t= (E—,uz)/s(E) jest rozktadem zmiennej ¢ lub rozktadem Studenta (C.3.8) z liczbg stopni swobody

v=n-1.

Konsekwentnie, jesli menzurand Y jest pojedynczg wielkoscig X o rozktadzie normalnym, to Y= X i jesli X
jest oszacowane srednig arytmetyczng X n niezaleznych powtdérzonych obserwacji X, zmiennej X,

z odchyleniem standardowym eksperymentalnym s$redniej s( )_(), wtedy najlepszg estymatg Y jest y = )_(,
a odchylenie standardowe eksperymentalne tej estymaty wynosi u,(y) = s( X). Wtedy ¢ =(Z — s )/s(Z)

=(X-X)/s(X)=(y-Y)/u,(y) marozkiad ¢-Studenta i zachodzi
Pr[—tp(v)ﬁtétp(v)}:p (G.1a)
lub

Pr[—tp(v)S(y—Y)/u(y)Stp(v)}:p (G.1b)

€0 mozna zapisac jako
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Pr[y—tp(v)uc(y)SYSy+tp(v)uc(y))] =p (G.1¢)

W wyrazeniach tych Pr[ ] oznacza "prawdopodobienstwo tego, ze", a wspotczynnik ¢ (v) jest warto$cig ¢ dla
danej wartosci parametru v — stopni swobody (patrz G.3.3) — takim, ze cze$¢ p rozktadu ¢ jest objeta przez
przedziat od —,(v) do +7,(v). Stad niepewnos¢ rozszerzona

p =k (y)=1,(u(y) (G.1d)

okresla przedziat od y — Up doy + Up, umownie zapisywany jako Y =y + Up, od ktérego mozna oczekiwac,

ze obejmuje p-tg czes$¢ rozktadu wartosci, ktére mozna w uzasadniony sposoéb przyporzadkowac Y, a p jest
okreslnym prawdopodobienstwem, czyli poziomem ufnosci tego przedziatu.

G.3.3 Liczba stopni swobody v jest rowna n —1 dla pojedynczej wielkosci oszacowanej $rednig arytmetycznag

n niezaleznych obserwacji, tak jak w G.3.2. Jezeli korzystano z n niezaleznych obserwacji przy wyznaczaniu
metodg najmniejszych kwadratow nachylenia charakterystyki liniowej i wspoétrzednej punktu jej przeciecia
z osig rzednych, to liczba stopni swobody niepewnosci standardowych wyznaczonych parametrow wynosi
v=n-2. Przy dopasowywaniu metodg najmniejszych kwadratow m parametréw charakterystyki do n
punktow pomiarowych liczba stopni swobody niepewnoséci standardowej wynosi dla kazdego parametru
v = n — m. (Patrz [15], gdzie omawia sie stopnie swobody.)

G.3.4 Wybrane wartosci tp(v) dla réznych wartosci v i réznych wartosci p podano w tablicy G.2 na koncu
aneksu G. Jezeli n — «, rozkiad t-Studenta zbliza sig do rozktadu normalnego i #,(v) ~ (1 + 2/\1)1/2 k,, gdzie
kp w tym wyrazeniu jest wspotczynnikiem rozszerzenia wyznaczajgcym dla rozktadu normalnego przedziat

o poziomie ufnosci p. Stad tez wartosé tp(oo) w tabeli G.2 dla danego p réwna sig wartosci kp w tabeli G.1 dla
tego samego p.

UWAGA Czesto dla rozktadu #-Studenta tablice podajg kwantyle ¢ _,, gdzie 1- « oznacza prawdopodobienstwo
skumulowane, a réwnanie

I—a =jf; f(t,v)dt

okresla kwantyl, przy czym f jest tu funkcjg gestosci prawdopodobienstwa zmiennej . W ten sposob p 1 {_, sazwigzane
przez zaleznos¢ p=1-2a . Dla przykfadu, wartos¢ kwantyla £y 975, dla 1 — a = 0,975 i a = 0,025 jest taka sama jak tp(v)
dla p = 0,95.

G.4 Wypadkowa liczba stopni swobody

G.4.1 Rozktad t-Studenta nie opisuje rozktadu zmiennej (y—Y)/u (y) jezeli uz(y) jest suma dwoch lub

wigcej oszacowanych sktadowych wariancji u; (y) c u (x) (patrz 5.1.3), nawet jesli kazde x; jest estymata

wielkosci wejéciowej X;, majacej rozktad normalny. Jednakze rozktad tej zmiennej mozna aproksymowac
rozktadem ¢-Studenta z wypadkowg liczbg stopni swobody v, otrzymang ze wzoru Welcha-Satterthwaite'a
[16,17,18]

N

Z” ') (G.2a)

e i=1 i

lub
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4
Vet = Nuc%) (G.2b)
> u (y)
=1 Vi
przy czym
N
Vegr < Z"i (G.2¢)
i=1

: 2 N 2 . iy

gdzie u;(y)= 25:1 u;(y) (patrz 5.1.3). Niepewno$¢ rozszerzona U, =k,u (y)=1,(Ver)u (»)
wyznacza przedziat Y =y + Up majacy poziom ufnosci rowny w przyblizeniu p.

UWAGA 1 Jesli warto$¢ vegr otrzymana z réwnania (G.2b) nie jest catkowita, co czesto zdarza sie w praktyce, wartos$¢
!, wyznacza sig z tabeli G.2 dla catkowitej liczby stopni swobody wyznaczonej przez interpolacje lub przez obcigcie vegrdo
najblizszej mniejszej od niej liczby catkowite;.

UWAGA 2  Jesli estymata wartosci wielkosci wejsciowej x; jest wyznaczona na podstawie dwdch lub wiecej innych
estymat, wtedy wartos¢ v; odpowiadajaca u?(y) = [c,2 112()(1-)]2 w mianowniku rownania (G.2b) jest wypadkowsg liczba

stopni swobody obliczong z wyrazenia analogicznego do réwnania (G.2b).

UWAGA 3 W zaleznosci od potrzeb potencjalnych uzytkownikéw wyniku pomiaru, moze byé wskazane obliczenie
i podanie, oprocz vee, takze wartosSci vegra | VeffB, Wyznaczonych z rownania (G.2b) osobno dla niepewnosci

standardowych wyznaczonych metodg typu A i metoda typu B. Jesli oddzielne wktady do ug(y) niepewnosci

standardowych liczonych metodg typu A i metoda typu B oznaczy sie odpowiednio przez qu(y) i ugB(y) , to bedzie
2 2 2
uc (y) :ucA(y)+ucB(y)

4 4 4
uc(y):ucA(y)+ucB(y)
Veff VeffA VeffB

PRZYKLAD  Przyjmijmy, ze Y= (X}, X5, X3) = b X] X; X5 i ze estymaty x|, xp, x3 wartosci wielko$ci wejsciowych
X1, Xp, X3 o rozkladach normalnych sg $rednimi arytmetycznymi odpowiednio z n; =10, ny =5 i n3 =15 niezaleznych
powtorzonych obserwacji ze wzglednymi niepewnosciami standardowymi u(x;)/x; =025 %, u(xp)/xp=0,57 %
i u(x3)/x3=0,82%. W tym przypadku ¢; =0f/0X;=Y X; (wyznaczone dla xj, xp, x3 — patrz 5.1.3, uwaga 1),

[u, (y)/y]2 = Zil [u(xi)/xi]2 = (1,03 %)? (patrz uwaga 2 w 5.1.6) i réwnanie (G.2b) przyjmuje posta¢

e = e/
off =
i [u(x)/x1*
=1 Vi
Zatem
4
Veff = 1’03 = 19,0

0,25 0,57* 0,82%
+ +
10-1  5-1 15-1

Wartosc¢ #, dla p =95 % i v =19, wedtug tabeli G.2, jest rowna 795(19) = 2,09; stad wzgledna niepewnosc rozszerzona przy
tym poziomie ufnosci wynosi Ugs =2,09 x (1,03 %) =2,2 %. Mozna wiec przyjaé, ze Y=y + Ugs =y (1£0,022) (v nalezy
wyznaczy¢ ze wzoru y = b x1xx3), albo tez, ze 0,978 y < Y <1,022y i ze poziom ufnos$ci zwigzany z tym przedziatem jest
w przyblizeniu réwny 95 %.
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G.4.2 W praktyce u (y) zalezy od niepewnosci standardowych u(x;) estymat wartosci wielkosci wejsciowych,
zaréwno tych, ktére majg rozktady normalne, jak i tych, ktérych rozktady réznig si¢ od normalnych, a u(x;) sa
wyznaczane z rozkladéw prawdopodobiehstwa, zaréwno opartych na czestosciach wzglednych, jak i danych
a priori (wyznaczanych zaréwno metodg typu A jak i metodg typu B). Powyzsze stosuje si¢ do estymaty y
i estymat wartosci wielkosci wejsciowych x;, od ktorych zalezy y. Tym niemniej rozktad prawdopodobienstwa
funkgji t=(y—Y)/uC(y) moze by¢ aproksymowany rozkfadem ¢-Studenta, jesli funkcja jest rozwinieta

w szereg Taylora wokodt swojej wartosci oczekiwanej. W istocie, to jest to, co osiggnieto w przyblizeniu
najnizszego rzedu za pomocg wzoru Welcha-Satterthwaite'a, czyli rownania (G.2a) lub réwnania (G.2b).

Nasuwa sie pytanie jaka liczbe stopni swobody nalezy przypisa¢ niepewnosci standardowej, wyznaczonej
metoda typu B, gdy veff jest obliczane z réwnania (G.2b). Poniewaz odpowiednia definicja liczby stopni

swobody pokazuje, ze v wystepujgce w rozktadzie #-Studenta jest miarg niepewnosci wariancji s2(E) ,todo
okreslania liczby stopni swobody v; mozna zastosowaé réwnanie (E.7) w E.4.3

L “Z(Xi) zl{Au(xi)]z (G.3)
u(x;)

v, & 5
2 o7[u(x)] 2

Wielko$¢ w nawiasach kwadratowych jest wzgledng niepewnoscig u(x;). Przy wyznaczaniu niepewnosci

standardowej typu B jest to wielko$¢ subiektywna, ktorej warto$¢ otrzymuje sie przez dokonanie naukowej

oceny w oparciu o catoksztalt dostepnych informac;ji.

PRZYKLAD Przypu$émy, ze na podstawie znajomosci sposobu wyznaczania estymaty wartosci wielkosci wejsciowej x;
i jej niepewnosci standardowej u(x;) dochodzi sie do wniosku, ze warto$¢ u(x;) jest pewna na okoto 25 %. Mozna to

zrozumie¢ tak, ze wzgledna niepewno$¢ wynosi Au( x;)/u( x;) = 0,25 i stad, wedtug réwnania (G.3), v; = (0,25)72 /2 =8

Jesli zamiast tego, ocenitoby sie, ze warto$¢ u(x;) jest pewna na okoto 50 %, to byloby wtedy v; = 2 (patrz takze tabela E.1
w dodatku E).

G.4.3 Rozwazajgc w 4.3 i 4.4 wyznaczanie niepewnosci standardowej typu B z danego a priori rozktadu
prawdopodobienstwa, domysinie przyjeto, ze wartos¢ u(x;) wynikajaca z obliczen jest doktadna. Dla przyktadu,

gdy u(x;) wyznaczono z prostokatnego rozktadu prawdopodobieristwa o zatozonej szerokosci potéwkowej

a=(a, —a_)/2, jak w 4.3.7 i 445, to u(x;)= 3/\/5 przyjmowano jako warto$¢ statg bez zadnej
niepewnosci, poniewaz a+ i a—, a stad i a, traktowano jako wartosci dokfadnie znane nie obarczone
niepewnosciami (patrz jednak 4.3.9, uwaga 2). Z tego, na podstawie rownania (G.3), wynika, ze v; — o czyli
1/v,— 0, co nie sprawia zadnych trudno$ci w obliczeniach na podstawie réwnania (G.2b). Dalej, zatoZenie,
ze warunek v; — oo nie koniecznie jest nierealne. Powszechnie praktykuje sie wybieranie a+ i a— tak, aby

prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wartos¢ rozwazanej wielkos¢ lezy poza przedziatem od a+ do a— byto
ekstremalnie mate.

G.5 Dalsze rozwazania

G.5.1 W literaturze poswieconej niepewnosci pomiaru spotyka sie wyrazenie, uzywane czesto do
wyznaczania niepewnosci, ktéra ma okresla¢ przedziat o poziomie ufnosci 95 %, w postaci

bs =[tes (Vi )s” +3u”]"? (G.4)

Warto$¢ 25 (Vg ) jest wzieta z rozktadu ¢-Studenta o liczbie stopni swobody V. ip =95 %, gdzie v, jest
wypadkowg liczbg stopni swobody obliczong ze wzoru Welcha-Satterthwaite'a [rownanie (G.2b)] tylko dla
skfadowych s; niepewnosci standardowej wyznaczonych statystycznie z powtorzonych obserwacji w trakcie

pomiaru, a s* = Z:c.zs.2 ¢; =0f /ox; oraz u? = Zujz.(y) = ZCf(af/3) liczy sie dla wszystkich innych

[ A
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sktadowych niepewnosci, gdzie +a; i —a; i s zaktadanymi dokfadnie znanymi granicami Xj gorng i dolna,
wzgledem jej najlepszego oszacowania X; (to jest X;—a; < Xj < X;ta; ).

UWAGA Skfadowa oparta na powtdrzonych obserwacjach wykonanych poza biezgcym pomiarem jest traktowana w ten

sam sposob, jak kazda inna sktadowa zawarta w 2. Stad w celu sensownego poréwnania réwnania (G.4) z réwnaniem
(G.5) z nastepnego podrozdziatu, przyjeto, ze takie sktadowe o ile wystepuja, sg pomijalne.

G.5.2 Jezeli niepewnos¢ rozszerzona okreslajgca przedziat o poziomie ufnosci 95 % jest wyznaczana
metodami zaleconymi w G.3 i G.4, to zamiast réwnania (G.4) otrzymuje sie réwnanie

12
Ugs = los (Ve )(52 + “2) (G.5)

gdzie v jest obliczone z rownania (G.2b), a w obliczeniach uwzglednia sig¢ wszystkie sktadowe niepewnosci.

W wigkszosci przypadkéw, wartos¢ Uys z rownania (G.5) bedzie wigksza, niz warto$¢ Ués z rownania (G.4),
jezeli przyjmie sie, ze wszystkie wariancje wyznaczone metodg typu B sg obliczone z rozktadoéw a priori
prostokatnych o szerokosciach potéwkowych réwnych granicom a; przyjetym do obliczenia u? z réwnania
(G.4). Staje sig to zrozumiate, jezeli zauwazy sie, ze chociaz 7y (véff) jest w wiekszosci przypadkéw nieco
wieksze niz fys(Ve), to obydwa wspétczynniki sg bliskie 2. W réwnaniu (G.5) u’ jest mnozone przez
t; (vegr) ® 4, podczas gdy w réwnaniu (G.4) jest ono mnozone przez 3. Chociaz te dwa réwnania dajg takie

same warto$ci U§5 i Uys przy u? << 52, to Ués jest okoto 13 % mniejsze od Ulys, jesli u? >> 5%, Stad, ogdlnie

rzecz biorgc, z réwnania (G.4) otrzymuje sie niepewnosé, kiérej odpowiada przedziat o mniejszym poziomie
ufno$ci niz przedziat, ktéry daje niepewno$¢ rozszerzong, obliczong z réwnania (G.5).

UWAGA 1 W granicy u2/52 — 01 Veff = o, Ujs > 1,732u i Ugs =1,960u . W tym wypadku Uys daje przedziat
o poziomie ufnosci réownym tylko 91,7 %, podczas gdy Ugs tworzy przedziat o poziomie ufnosci 95 %. Przypadek ten
w przyblizeniu wystepuje w praktyce, gdy dominujg skladowe wyznaczone z estymat goérnej i dolnej granicy,

o poréwnywalnych warto$ciach u?(y) = cﬁ-ai-/&

UWAGA 2 Dla rozktadu normalnego, wspotczynnik rozszerzenia ](:\/gz 1,732 daje przedziat o poziomie ufnosci

p = 91,673 %. Ta wartos¢ p jest odporna w tym sensie, ze w poréwnaniu z innymi wartosciami, maksymalnie niezalezna
od matych odchylen wielkosci wejsciowych od normalnosci.

G.5.3 W pewnych przypadkach wielko$¢ wejSciowa X; moze mie¢ rozktad asymetryczny — odchylenia
jednego znaku od jej wartosci oczekiwanej sg bardziej prawdopodobne, niz odchylenia przeciwnego znaku
(patrz 4.3.8). Chociaz nie pocigga to za sobg réznicy przy wyznaczaniu niepewnosci standardowej u(x;)
estymaty x; wielkosci wejsciowej X;, a tym samym i przy obliczaniu u(y), moze jednak wplywac
na obliczenie U.

Zwykle wygodnie jest podawac symetryczny przedziat Y =y + U, chyba Ze odchylenia przeciwnych znakéw
réznig si¢ znacznie migdzy soba. Jesli asymetria X; powoduje tylko matg asymetrie w rozktadzie
prawdopodobienstwa charakteryzowanym przez wynik pomiaru y i jego niepewno$¢ standardowg ztozong
u(y), to strata prawdopodobieristwva z jednej strony przez podanie symetrycznego przedziatu jest
skompensowana przez uzysk prawdopodobienstwa z drugiej. Innym rozwigzaniem jest podanie przedziatu
symetrycznego pod wzgledem prawdopodobienstw (a stad asymetryczny pod wzgledem U).
Prawdopodobienstwo, ze Y lezy ponizej dolnej granicy y — U— jest réwne prawdopodobienstwu, ze Y lezy
powyzej gornej granicy y + U+. Ale Zzeby podac takie granice, potrzeba wiecej informacii, niz przy zwyktym
szacowaniu y i u(y) [i stad wiecej informacji niz przy zwykltym szacowaniu x; i u(x;) kazdej wielkosci
wejsciowej].
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G.5.4 Wyznaczanie niepewnosci rozszerzonej U, podanej za pomocg uy(y), Vg i wspotczynnika 7, (Verr)
z rozkfadu ¢-Studenta jest tylko przyblizeniem i ma swoje ograniczenia. Zmienna losowa (y—Y)/uC (y) ma
rozkfad ¢-Studenta tylko wtedy, gdy rozktad Y jest normalny, estymata y i jej niepewnos$¢ standardowa ztozona

u (y) sa niezalezne i jezeli rozktad uf (») jest rozktadem ;(2 Wprowadzenie v, rownanie (G.2b), rozwigzuje

tylko ostatni problemem, nadajgc uc2 (¥) w przyblizeniu rozktad ;{2 Rozwigzanie pozostatych problemdw

wynikajgcych z nienormalnosci rozktadu Y wymaga rozwazenia momentéw wyzszych rzedow.

G.6 Podsumowanie i wnioski

G.6.1 Wspotczynnik rozszerzenia k,, okre$lajacy przedziat o poziomie ufnosci p bliskim poziomowi

ustalonemu, mozna znalez¢ tylko wtedy, kiedy znane sa rozktady prawdopodobienstwa wielkosci wejsciowych
i wyznaczony przez ich ztozenie rozktad prawdopodobienstwa wielkosci wyjsciowej. Nie wystarcza znajomosé

samych estymat wielkosci wejsciowych x; i ich niepewnosci standardowych u(x;).

G.6.2 Poniewaz zlozono$¢ obliczeh skiadania rozkladéw prawdopodobienstwa rzadko kiedy jest
uzasadniona zasobem i wiarygodnoscig dostepnych informaciji, godzimy sie na aproksymacje rozktadu
wielko$ci wyjsciowej. Na mocy centralnego twierdzenia granicznego zwykle wystarczy zatozy¢, ze rozkiad

prawdopodobienstwa (y—Y)/uC(y) jest rozktadem normalnym i przyjac kp=tp(veff), z czynnikiem ¢

wynikajgcym z wypadkowej liczby stopni swobody v dla u ()), danej wzorem Welcha-Satterthwaite'a,
réwnanie (G.2b).

G.6.3 Aby wyznaczy¢ v.; z rownania (G.2b) nalezy znac¢ liczby stopni swobody v; kazdej sktadowej

niepewnosci standardowej. Liczba stopni swobody v; sktadowej wyznaczanej metodg typu A jest okreslona

przez liczbe niezaleznych powtérzonych obserwaciji, na podstawie ktérych jest obliczona odpowiednia
estymata wielkosci wejsciowej i liczbe niezaleznych wielko$ci wyznaczanych z tych obserwacji (patrz G.3.3).

Stopnie swobody v, sktadowej wyznaczonej metodg typu B okresla sie na podstawie ocenionej wiarogodnosci
wartosci tej sktadowej [patrz G.4.2 réwnanie (G.3)].

G.6.4 Ponizej podano skrocony przepis obliczania niepewnos$ci rozszerzonej Up = kp u(y), wyznaczajgcej
przedziat Y =y + Up o odpowiednim poziomie ufnhosci p:

1) Wartosci y i u (y) wyznacza si¢ wedtug zasad podanych w rozdziatach 4 i 5.

2) Wartos¢ v oblicza sie ze wzoru Welcha-Satterthwaite'a, rownanie (G.2b) (powtdérzone tu dla utatwienia)

(G.2b)

Jesli u(x;) jest wyznaczane metoda typu A, v; oblicza sie wedtug zasad podanych w G.3.3. Jesli u(x;) jest
wyznaczane metodg typu B i moze by¢ traktowane jako warto$é doktadna, co zdarza sie faktycznie dos¢
czesto, to v; — . W przeciwnym wypadku, przyblizong wartos¢ v; oblicza sig z rownania (G.3).

3) Wartos¢ kwantyla ¢ » (veff) rozktadu ¢-Studenta, dla wymaganego poziomu ufnosci p, okresla sie z tabeli
G.2. Jesli v nie jest liczbg catkowitg, to nalezy przyjg¢ liczbe catkowitg najblizszg wartosci obliczonej i od
niej mniejsza.

4) Jako wspotczynnik rozszerzenia przyjmuje sie kp =1, (V) ioblicza U,=k,u(y).
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G.6.5 W pewnych sytuacjach, ktére nie powinny zdarzac¢ sie zbyt czesto, warunki wymagane przez centralne
twierdzenie graniczne moga nie by¢ spetnione i postgpowanie przedstawione w G.6.4 bedzie wéwczas

prowadzito do wynikdw niewiarygodnych, niemozliwych do przyjecia. | tak, jesli u () jest zdominowane przez
sktadowag niepewnosci wyznaczong na podstawie rozktadu prostokatnego, ktérego granice przyjeto jako

znane, to moze sie zdarzyC [jesli tp(veff) >\/§], ze y= Up 1y= Up, goérna i dolna granica przedziatu

okreslonego przez Up, beds lezaty poza granicami rozktadu prawdopodobienstwa wielkosci wyjsciowej Y.

Takie przypadki nalezy traktowac indywidualnie, czesto mozna korzysta¢ z aproksymacji analitycznych
(wymagajacych, na przyktad, splatania rozktadu normalnego z rozktadem prostokgtnym [10]).

G.6.6 Wiele pomiaréw w wielu réznych dziedzinach wykonuje sie w warunkach, w ktérych:

— estymate y menzurandu Y wyznacza sig z estymat x; znacznej liczby wielko$ci wejsciowych X; opisywanych

dobrze uwarunkowanymi rozktadami prawdopodobiehstwa, takimi jak rozktad normalny lub rozkfad
prostokatny,

— niepewnosci standardowe u(x;) tych estymat, wyznaczone badz to metodg typu A badz typu B, dajg
poréwnywalne wktady do niepewnosci standardowej ztozonej u,()’) wyniku pomiaru y,

— liniowa aproksymacja wynikajgca z prawa propagacji niepewnosci jest wystarczajgco doktadna (patrz 5.1.2
i E.3.1),

— niepewno$¢ u () jest wystarczajgco mata, poniewaz jej liczba wypadkowych stopni swobody v, jest
wystarczajgco duza, powiedzmy wieksza niz 10.

W tych warunkach, na mocy centralnego twierdzenia granicznego, mozna przyja¢ jako normalny rozktad
prawdopodobienstwa charakteryzowany przez wynik pomiaru i jego niepewnos¢ standardowg ztozong,

au,(y), z powodu znacznej wartosci v ¢, mozna przyjaé jako wystarczajgco wiarygodng estymate odchylenia

standardowego rozktadu normalnego. Stad tez, biorgc pod uwagg dyskusje przeprowadzong w tym aneksie
i uwzgledniajgc przyblizony charakter procesu wyznaczania niepewno$ci i znikome praktyczne znaczenie
rozrézniania przedziatbw o poziomach ufnosci réznigcych sie o jeden lub dwa procenty, mozna postgpic¢
nastepujgco:

— przyja¢ k=2 i zatozy¢, ze U= 2 u (y) okresla przedziat o poziomie ufnosci w przyblizeniu 95 %
lub tez w sytuacjach wymagajgcych wiekszej pewnosci

— przyja¢ k=3 i zatozy¢, ze U =3 u (y) okresla przedziat o poziomie ufnosci w przyblizeniu 99 %.

Chociaz ten sposéb postepowania powinien by¢ odpowiedni dla wielu pomiaréw, jego stosowalnos¢ do
konkretnego pomiaru bedzie zalezata od tego, jak bliskie jest k = 2 do Zo5(V.s) lub k = 3 do Zo9(Veg), to jest jak
bliski do 95 % i 99 % jest poziom ufnosci przedziatu okreslonego przez U=2 u(y) lub U=3 u,y),
odpowiednio. | chociaz dla v ;= 11, przy k=2 i k = 3, tak okreslone przedziaty sg mniejsze od #y5(11) i z99(11)
odpowiednio tylko o okoto 10 % i 4 % (patrz tabela G.2), to moze to by¢ nie do zaakceptowania w niektorych
przypadkach. Dalej, dla wszystkich wartosci v, cokolwiek wiekszych niz 13, k = 3 daje przedziat o poziomie
ufnosci wigkszym niz 99 % (patrz tabela G.2, z ktorej wynika, ze dla v 4 —> o0 poziomy ufnosci przedziatow
wyznaczanych przez k =2 i k =3 wynoszg odpowiednio 95,45 % i 99,73 %). Stad w praktyce, wartos¢ v,

i wymagania co do niepewnosci rozszerzonej bedg decydowaty o tym, czy takie postepowanie moze by¢
stosowane.
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Tab. G.2 — Wartosé tp(v) rozktadu 7-Studenta o v stopniach swobody, okreslajgca przedziat od —tp(v)

do +tp(v) obejmujacy p-tg czesé rozktadu

Stopnie Warto$é utamka p
swobody
(%)

v 68,27° 90 95 95,45 99 99,73%
1 1,84 6,31 12,71 13,97 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 2,13 2,78 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 5,51
6 1,09 1,94 2,45 2,52 3,72 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 4,53
8 1,07 1,86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1,83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3,96
11 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3,85
12 1,04 1,78 2,18 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3,69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 2,18 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 2,17 2,92 3,54
17 1,03 1,74 2,11 2,16 2,90 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 3,48
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 3,45
20 1,03 1,72 2,09 2,13 2,85 3,42
25 1,02 1,71 2,06 2,11 2,79 3,33
30 1,02 1,70 2,04 2,09 2,75 3,27
35 1,01 1,70 2,03 2,07 2,72 3,23
40 1,01 1,68 2,02 2,06 2,70 3,20
45 1,01 1,68 2,01 2,06 2,69 3,18
50 1,01 1,68 2,01 2,05 2,68 3,16

100 1,005 1,660 1,984 2,025 2,626 3,077

o 1,000 1,645 1,960 2,000 2,576 3,000

a) Dla wielkosci z opisanej rozktadem normalnym o wartosci oczekiwanej 1, i odchyleniu standardowym o przedziat s, + ko obejmuje
p =68,27 %, 95,45 % i 99,73 % rozktadu dla £ = 1, 2 i 3, odpowiednio.
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Aneks H

Przyktady

Aneks H zawiera sze$¢ szczegotowo opracowanych przyktadoéw ilustrujgcych przedstawione w Przewodniku
podstawowe zasady wyznaczania i wyrazania niepewnosci pomiaru. Wraz z przyktadami podanymi
w gtéwnym tekscie Przewodnika i przyktadami w innych dodatkach powinny one umozliwi¢ Czytelnikom
wprowadzanie tych zasad do praktyki ich wiasnej pracy.

Poniewaz podane przyktady majg charakter ilustracyjny, sg one z koniecznosci uproszczone. Ponadto,
poniewaz przyktady i dane liczbowe w nich uzywane dobierano gtéwnie w celu przedstawienia zasad
omawianych w Przewodniku, to nie ma potrzeby interpretowania ani przyktadéw, ani danych liczbowych jako
koniecznie odnoszacych sie do faktycznie wykonanych pomiaréw. W celu unikniecia btedéw zaokraglania,
w obliczeniach posrednich przyjmuje sie zwykle dane liczbowe wyrazane wiekszg iloscig cyfr niz dane
podawane w tekscie. Stad podawany wynik obliczenia obejmujacego kilka wielkosci moze sie nieznacznie
rézni¢ od wyniku wynikajgcego z wartosci liczbowych podanych dla tych wielkosci w tekscie.

Na kartach Przewodnika podkreslono, ze podziat metod wyznaczania sktadowych niepewnosci na metody
typu A i metody typu B przyjeto tylko dla wygody i nie ma potrzeby okreslania metody obliczania niepewnosci
standardowej ztozonej czy niepewnosci rozszerzonej wyniku pomiaru, poniewaz wszystkie sktadowe
niepewnosci, niezaleznie od metody ich wyznaczania, sg traktowane w ten sam sposoéb (patrz 3.3.4, 5.1.2
i E.3.7). Stad w przyktadach nie jest okreslany typ metody wyznaczania poszczegdlnych sktadowych
niepewnosci. Jednakze z kontekstu bedzie jasno wynikaé, czy dana sktadowa niepewnosci jest wyznaczania
metodg typu A, czy metoda typu B.

H.1 Wzorcowanie ptytki wzorcowej

Przyktad ten pokazuje, ze nawet pozornie prosty pomiar moze obejmowacé specyficzne aspekty wyznaczania
niepewnosci.

H.1.1 Problem pomiarowy

Dtugosé ptytki wzorcowej o nominalnej dtugosci 50 mm jest okreslana przez porownanie tej ptytki z wzorcem
kontrolnym o tej samej dtugosci nominalnej. Bezposrednim wynikiem poréwnania dwoch plytek jest réznica d
ich dtugosci

gdzie:
l jest menzurandem, to jest dtugoscig ptytki wzorcowanej w temperaturze 20 °C,
lg jest dtugoscia ptytki kontrolnej w temperaturze 20 °C podang w jej Swiadectwie wzorcowania,

a1 ag sg wspotczynnikami rozszerzalnosci cieplnej odpowiednio ptytki wzorcowanej i kontrolnej,

0 i 65 sa odchyleniami temperatury od temperatury odniesienia 20 °C odpowiednio ptytki
wzorcowanej i kontrolnej.
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H.1.2 Model matematyczny

Zgodnie z réownaniem (H.1) dtugos¢ / ptytki wzorcowanej mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

Is(1+oa05)+d
1=S( 1+Sa;) =ls+d+I5(0g0s —a0)+... (H.2)

Jesli réznice temperatur ptytki wzorcowanej i kontrolnej przedstawi sie jako 66 = 60— 6, za$ réznice ich
wspotczynnikow rozszerzalnosci cieplnej jako 0 = a — Qg, to réwnanie (H.2) przyjmie postac

I=f(l,d, o, 0,8a,80) =ls+d - (a0 -asd0) (H.3)

Przyjmujemy jako zerowe roznice 86 i da, ale traktujemy ich niepewnosci jako roézne od zera. Zatozymy
ponadto, ze dar, ag, 801 O sg nieskorelowane. (Gdyby menzurand byt wyrazony przez zmienne 6, &, ai o,

nalezatoby uwzgledni¢ korelacje migdzy @i 6 oraz miedzy i o).

Z réwnania (H.3) wynika, ze estymate wartosci menzurandu | mozna wyrazi¢ jako ls +67, gdzie [g jest
dtugoscig wzorca w temperaturze 20 °C, podang w jego $wiadectwie wzorcowania, a d jest estymowane przez

d , $rednig arytmetyczng n = 5 niezaleznych powtdrzonych obserwaciji. Niepewnos$é standardowg ztozong
u(/) wielkosci / otrzymuje sig stosujgc rownanie (10) z 5.1.2 do réwnania (H.3), co pokazemy ponizej.

UWAGA W tym i w pozostatych przyktadach dla prostoty oznaczen uzyto tego samego symbolu dla wielkosci i jej
estymaty.

H.1.3 Wariancje skladowe

Istotne elementy zwigzane z tym przyktadem, oméwione w tym i nastepnych podrozdziatach, zebrano w tabeli
H.1.

Poniewaz przyjelismy, ze da =01 88 = 0, to stosujgc réownanie (10) z 5.1.2 do réwnania (H.3) otrzymujemy
ug (1) = cqu® (Ig) + cqu’ (d) + 1 () + cou’ (0) + cau® (Ba) + cigu (36) (H.4)
przy czym

cszgzl—(aa-ems-ae):l

S

_J
c =1
4 ad
9 560
s 6as

“00
o
=2 -0
cESa 0Sa S
d
Coo = OE{H —ls org
a stad
ul (D) = u* (Ig) +u* (d) + 136°u* (3a) + LZau® (86) (H.5)
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H.1.3.1 Niepewnosé wzorcowania plytki kontrolnej wzorca u(ls)

Swiadectwo wzorcowania podaje rozszerzong niepewnos$¢ pomiaru dtugosci ptytki kontrolnej U = 0,075 um
i stwierdza, ze wyznaczono jg dla wspotczynnika rozszerzenia k = 3. Niepewno$¢ standardowa wynosi wiec

u(ls) = (0,075 um)/3 =25 nm

H.1.3.2 Niepewnos$¢ mierzonej réznicy diugosci u(d)

Potaczone odchylenie standardowe eksperymentalne charakteryzujgce poréwnanie [/ i [y wyznaczone
wczesniej na podstawie zmiennosci 25 niezaleznych powtérzonych obserwacji réznicy dtugosci dwéch plytek
wzorcowych, wynosi 13 nm. W przyktadzie poréwnanie obejmowato pie¢ powtdrzonych obserwaciji.
Niepewno$¢ standardowa zwigzana ze $rednig arytmetyczng tych obserwacji wynosi zatem (patrz 4.2.4)

u(d)=s(d)=(13nm)/~/5 =58 nm

Zgodnie ze $wiadectwem wzorcowania komparatora uzytego do poréwnania [ z lS, jego niepewnosc¢

"spowodowana oddziatywaniami przypadkowymi" wynosi +0,01 pm na poziomie ufnosci 95 % i opiera sie na
szesciu powtérzonych pomiarach. Niepewnos¢ standardowa, stosujgc wspoétczynnik rozszerzenia wynikajgcy

z rozktadu #-Studenta, bedacy kwantylem #,5(5) = 2,57 dla v=6 —1 =5 stopni swobody (patrz aneks G,
tabela G.2), wynosi

u(d,)=(0,01pm)/2,57 = 3,9 nm

Niepewnos¢ komparatora "spowodowana oddziatywaniami systematycznymi" jest podana w $wiadectwie jako

rowna 0,02 um na "poziomie trzy sigma". Niepewnos$¢ standardowa wywotang tg przyczyng mozna zatem
przyja¢ jako rowng

u(d,)=(0,02 um)/3=6,7 nm
Catkowity udziat wyznaczamy jako sume oszacowanych wariancji
u(d) = u*(d)+u*(d) +u*(d,) =93 nm*
czyli
u(d)=9,7nm

H.1.3.3 Niepewnos¢ wspétczynnika rozszerzalnosci cieplnej u( o)

Wspétczynnik rozszerzalnosci cieplnej ptytki kontrolnej jest podany jako réwny og=11,5 x 10 eC!

z niepewnoscig reprezentowang przez rozkilad prostokatny o granicach +2 x 10%°oC™. Niepewnos¢
standardowa wynosi wiec [patrz réwnanie (7) w 4.3.7]

u(arg) = (2x107° °C™") /{3 =1,2x107 °C”!

Poniewaz, jak to wykazanow H.1.3, ¢, = Gf/aas =—13660 = 0, niepewnosc¢ ta nie wnosi nic do niepewnosci

[ w przyblizeniu pierwszego rzedu. Jednakze ma ona swoj wktad do niepewnosci w przyblizeniu drugiego
rzedu, co jest rozwazane w H.1.7.
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Tab. H.1 — Zestawienie skladowych niepewnosci standardowej

Skiadowa Zrédto Wartosé ¢ = u(l)= Stopnie
niepewnosci . . niepewnosci of swobody
standardowej niepewnosci standardowej . | u(x)

u(x;) u(x;) X
(nm)
u(lg) Wzorcowanie ptytki kontrolnej 25 nm 1 25 18
u(d) Réznica miedzy ptytkami 9,7 nm 1 9,7 25,6
u( 3) powtarzane obserwacje 5,8 nm 24
u(d,) oddziatywania przypadkowe
1 komparatora
3,9 nm 5
oddziatywania systematyczne
komparatora
u(d,)
6,7 nm 8
u(ay) Wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej | 1,2 x 107 °C 0 0
ptytki kontrolnej
u(6) Temperatura stolika pomiarowego 0,41 °C 0 0
u(?) Srednia temperatura stolika 0,2 °C
okresowe zmiany temperatury 0,35°C
u(4) otoczenia
u(da) Réznica wspétczynnikow 0,58 x 1078 °C™’ -1,0 2,9 50
rozszerzalnosci cieplnej ptytek
u(56) Roéznica temperatur ptytek 0,029 °C ~lsor 16,6 2
uZ(l)=Y uf (1)=1002 nm*
u.(l)=32nm
Vg (1) = 16

H.1.3.4 Niepewnos$¢ odchylenia temperatury ptytek wzorcowych u(6)

Temperatura stolika pomiarowego jest podana jako réwna (19,9 + 0,5) °C. Temperatura w czasie trwania

poszczegolnych obserwacji nie byta notowana. Podane maksymalne odchylenie 4 = 0,5 °C mozna traktowac
jako amplitude w przyblizeniu cyklicznych zmian temperatury w ukfadzie termostatyzowanym, nie zas
niepewnos¢ $redniej temperatury. Wartos¢ sredniego odchylenia temperatury

0 =19,9°C-20°C=-0,1°C

jest podana jako majgca sama niepewnos¢ standardowg powodowang niepewnoscig Sredniej temperatury
stolika pomiarowego

u(6)=0,2°C

podczas gdy cykliczne zmiany temperatury w czasie tworzg rozktad o ksztatcie litery U (arcsin) dajgc
niepewnos¢ standardowg

u(A)=(0,5°C)/N2 =0,35°C
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Odchylenie temperatury @ mozna przyjgé jako rowne 0 stagd niepewnos¢ standardowg wielkosci & obliczamy
Z wyrazenia

u*(0) =u*(0)+u?(4)=0,165 °C?
z ktérego wynika
u(6)=0,41°C

Poniewaz, jak wykazano w H.1.3, ¢, =0f /06 = —Idc =0, niepewnos¢ ta nie wnosi nic do niepewnosci

wielkosci [ w przyblizeniu pierwszego rzedu doktadnosci. Jednakze ma ona swoj wktad do niepewnosci
w przyblizeniu drugiego rzedu, co jest rozwazane w H.1.7.

H.1.3.5 Niepewnosé réznicy wspoétczynnikéw rozszerzalnosci cieplnej u(0 )

Oszacowane granice zmiennosci 0o wspodtczynnikéw rozszerzalnosci cieplnej wynoszg +1 x 10%°C™",
z jednakowym prawdopodobienstwem przyjecia dowolnej wartosci w obrebie tych granic. Niepewnosé
standardowa wynosi wiec

u(da)=(1x10°°C")/3=0,58x107 °C""!

H.1.3.6 Niepewnosé réznicy temperatur ptytek wzorcowych 1(06)
Oczekuje sie, ze ptytka kontrolna i wzorcowana bedg w obszarze tej samej temperatury, jednak réznica ich

temperatur moze przyjmowac z réwnym prawdopodobienstwem dowolng wartos¢ z oszacowanego przedziatu
od —0,05 °C do +0,05 °C. Niepewnos¢ standardowa wynosi wiec

u(86) = (0,05 °C)/~/3 =0,029 °C
H.1.4 Niepewnos¢ standardowa ztozona

Niepewnos$¢ standardowa ztozong u (/) obliczamy z réwnania (H.5). Poszczegdlne sktadowe niepewnosci
zebrane i podstawione do tego réwnania dajg

u? (l)=(25 nm)* + (9,7 nm)* + (0,05 m)* (~0,1 °C)* (0,58 x10™° °C")* +

(H.6a)
(0,05 m)* (11,5 x10~0 °C1)* (0,029 °C)?
= (25 nm)” + (9,7 nm)” +(2,9 nm)* + (16,6 nm)* = 1002 nm* (H.6b)
czyli
u,())=32nm (H.6c)

Dominujgca sktadowg niepewnos$ci standardowej ztozonej jest oczywiscie niepewnos¢ pochodzgca od ptytki
kontrolnej u(/g) = 25 nm.

H.1.5 Koncowy wynik pomiaru

Swiadectwo wzorcowania plytki kontrolnej podaje lS = 50,000 623 mm jako jej dtugos¢ w temperaturze 20 °C.
Srednia arytmetyczna d z pieciu powtdrzonych obserwacji réznicy dtugosci miedzy ptytkg wzorcowang
a ptytkg kontrolng wynosi 215 nm. Stad, poniewaz [/ = Iy + d (patrz H.1.2), dtugos¢ / ptytki wzorcowanej

w temperaturze 20 °C wynosi 50,000 838 mm. Zgodnie z 7.2.2 koricowy wynik pomiaru moze byé zapisany
nastepujgco:

[/ =50,000 838 mm z niepewnoscig standardowg ztozong u, = 32 nm. Odpowiadajgca jej wzgledna

niepewnos¢ standardowa ztozona wynosi u, /l =6,4x 107,
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H.1.6 Niepewnos$¢ rozszerzona

Przypusémy, ze wymaga sie wyznaczenia niepewnos$ci rozszerzonej Uyg = koy u,([), ktora daje przedziat
o poziomie ufnosci w przyblizeniu 99 %. Zastosowano przy tym procedure obliczeniowg opisang w G.6.4.
Liczbe stopni swobody podano w tablicy H.1. Otrzymano je nastepujgco:

1) Niepewnos$¢ wzorcowania plytki kontrolnej u(lg) [H.1.3.1]. Swiadectwo wzorcowania podaje, ze
wypadkowa liczba stopni swobody niepewno$ci standardowej ztozonej, z ktorej otrzymano cytowang
niepewnos¢ rozszerzong wynosi v e{lg) = 18.

2) Niepewnos$¢ mierzonej réznicy dtugosci u(d) [H.1.3.2]. Chociaz d byto otrzymane z pieciu powtérzonych
obserwacji, a u(c_l ) zostato otrzymane z potgczonego odchylenia standardowego eksperymentalnego
opartego na 25 obserwacjach, to liczba stopni swobody u( c_l) wynosi V( 3) =25-1=24 (patrz H.3.6,
uwaga). Liczba stopni swobody u(d,), niepewnosci zwigzanej z oddziatlywaniami systematycznymi
komparatora, wynosi v(d,) =6 -1=5, poniewaz d, zostato otrzymane z 6 powtérzonych pomiaréw.

Mozna przyjac, ze niepewnosc 0,02 um zwigzana z oddziatywaniami systematycznymi komparatora jest
niewiarygodna w 25 procentach i stad liczba stopni swobody obliczona z réwnania (G.3) w G.4.2 wynosi
v(d,) = 8 (patrz przyktad z G.4.2). Wypadkowa liczbe stopni swobody u(d) otrzymujemy z réwnania (G.2b)
w G.4.1

[ (d) +u’ (dy) +u? (dy)] (9,7 nm)"*
d = — = =
Verr (4) u'(d)  ut(d) u'(dy)  (5.8nm)* (3,9nm)* (6,7 nm)* 2>
v(d) v(d) v(d,) 24 5 8

3) Niepewnosc réznicy wspotczynnikow rozszerzalnosci u(d ) [H.1.3.5]. Oszacowania granic zmiennosci d
okreslone na +1x10°® °C™' wydajg sie byé wiarygodne w 10 procentach, stgd z réwnania (G.3) w G.4.2
mamy v(da) = 50.

4) Niepewnos$é roznicy temperatur ptytek u(66) [H.1.3.6]. Oszacowany przedziat od —0,05 °C do +0,05 °C
dla r6znicy temperatur &6 oceniono jako wiarygodny tylko w 50 procentach, co zgodnie z réwnaniem (G.3)
w G.4.2 daje v(d6) = 2.

Obliczenie veff(l) z réwnania (G.2b) w G.4.1 prowadzi sie w ten sam sposéb jak obliczenie veff(d) w punkcie
2). Z rébwnan (H.6b) i (H.6c) i dla wartosci v podanych w 1) do 4) mamy

32 nm)*
Vett (l) = 4 (4 nm) 4 4 =1 s
(25 nm) N (9,7 nm) N (2,9 nm) N (16,6 nm)
18 25,6 50 2

Aby otrzymac niepewno$¢ rozszerzona, obcinamy najpierw te wartos¢ do najblizszej mniejszej liczby
catkowitej przyjmujac v.(/) = 16. Nastepnie korzystajac z tabeli G.2 w aneksie G otrzymuje sig
too(16) = 2,92, stad Uy = tog u.(/) = 2,92 x (32 nm) = 93 nm. Postepujac zgodnie z 7.2.4, koricowy wynik
pomiaru mozna podac jako:

[ = (50,000 838 + 0,000 093) mm, gdzie liczba za symbolem * jest wartoscig niepewnosci rozszerzone;j
U=ku, obliczong na podstawie niepewnosci standardowej ztozonej u,=32nm

i wspotczynnika rozszerzenia k= 2,92 okreslonym z rozktadu ¢-Studenta dla stopni swobody v = 16
i wyznacza przedziat, ktérego poziom ufnosci szacuje sie na 99 %. Odpowiednia wzgledna niepewnos$¢

rozszerzona wynosi U/l =1,9x107°.
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H.1.7 Wyrazy drugiego rzedu

W uwadze do 5.1.2 stwierdzono, ze réwnanie (10), uzywane w powyzszym przyktadzie do wyznaczania
niepewnosci standardowej ziozonej u(/), powinno by¢ rozszerzone, gdy nieliniowos¢ funkcji
Y=f(X,, X,, ..., X)) jest na tyle znaczaca, ze nie mozna poming¢ wyrazdw wyzszego rzedu w rozwinieciu
funkcji w szereg Taylora. Taki przypadek wystepuje w tym przyktadzie i dlatego wyznaczenie niepewnosci
u (/) nie jest kompletne. Uwzgledniajac w réwnaniu (H.3) wyrazenie podane w uwadze do 5.1.2, trzeba

faktycznie dodac¢ do réwnania (H.5) dwa rézne niezaniedbywalne wyrazy drugiego rzedu. Wyrazy te pochodzg
z cztonéw kwadratowych wyrazenia w uwadze z 5.1.2 i majg postac

eu® (So)u® (0) +Igu* (o )u* (§6)

ale tylko pierwszy z nich daje istotny wktad do u(/):
lu(3o)u(8) = (0,05 m)(0,58x107° °C™")(0,41°C) =11,7 nm
lsu(ag)u(36) = (0,05 m)(1,2x107° °C™")(0,029 °C) =1,7 nm

Wyrazy drugiego rzedu zwigkszajg u(/) z 32 nm do 34 nm.

H.2 Réwnoczesny pomiar rezystancji i reaktanciji

Przyktad pokazuje sposdb postepowania w przypadku wielu menzurandéw lub wielkosci wyjsciowych
okreslanych rownoczeé$nie w tym samym pomiarze i przyjecia korelacji miedzy ich estymatami. Rozwazane
sg tylko przypadkowe zmiany w obserwacjach. W rzeczywistosci niepewnosci poprawek oddziatywan
systematycznych mogg takze wnosi¢ swoéj wktad do niepewnosci wyniku pomiaru. Dane sg analizowane
dwoma réznymi sposobami dajgcymi te same wyniki.

H.2.1 Koncepcja pomiaru

Rezystancja R i reaktancja X elementu obwodu sg okreslane przez pomiar amplitudy V sinusoidalnie
zmiennego napiecia na jego koncowkach, amplitudy / natezenia prgdu przemiennego przeptywajgcego
przezen oraz kata przesuniecia fazowego ¢ napiecia wzgledem natezenia pradu. Tak wiec mamy trzy
wielkosci wejsciowe, to jest V, i ¢. Wielkosciami wyjsciowymi — menzurandami — sg trzy parametry impedancji
R, XiZ. Poniewaz 7} =R*+ Xx? , tylko dwie z nich sg niezalezne.

H.2.2 Model matematyczny i dane

Menzurandy sg zwigzane z wielko$ciami wejsciowymi prawem Ohma:

R:Kcosgé; X:Ksinqﬁ; Z=K (H.7)
1 1 1

Rozwazmy pie¢ niezaleznych zbioréw jednoczesnych obserwacji trzech wielkosci wejsciowych V, I i ¢
otrzymanych w warunkach powtarzalnosci (patrz B.2.15), a ich wyniki zestawiono w tabeli H.2. W tabeli
podano takze s$rednie arytmetyczne obserwacji oraz odchylenia standardowe eksperymentalne Srednich
obliczone z réwnan (3) i (5), przedstawionych w rozdziale 4.2. Srednie arytmetyczne sg najlepszymi
estymatami wartosci oczekiwanych wielkosci wejsciowych, a odchylenia standardowe eksperymentalne sg
miarami niepewnosci standardowych tych srednich.

Poniewaz $rednie arytmetyczne 17, Ii 5 sg wyznaczane z wynikéw réwnoczesnych obserwacji, to sg one
skorelowane i korelacje miedzy nimi nalezy uwzgledniac¢ przy obliczaniu niepewnosci standardowych wielko$ci
R, X i Z. Wspotczynniki korelacji mozna wyznaczy¢ z réwnania (14) w 5.2.2 na podstawie wartosci s(V', 1),
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sV, 5) i s(1, 5) obliczonych z réwnania (17) w rozdziale 5.2.3. Wyniki obliczen podano w tabeli H.2. Warto

przypomnie¢, ze zachodzi zawsze 7(x;,x;) =r(x;,x;)17r(x;,x;)=1.

Tab. H.2 — Wartosci wielkosci wejsciowych V, | i ¢ otrzymane w pigciu jedoczesnych pomiarach

Numer zbioru Wielkosci wejsciowe
k v I é
V) (mA) (rad)
1 5,007 19,663 1,0456
2 4,994 19,639 1,0438
3 5,005 19,640 1,0468
4 4,990 19,685 1,0428
5 4,999 19,678 1,0433
Srednia arytmetyczna V =4,9990 7 =19,6610 ¢ = 1,044 46
Odchylenie standardowe s(V)=0,0032 s(I)=0,0095 s(¢)=0.000 75
eksperymentalne Sredniej
Wspétczynniki korelacji
r(V,1)=-0,36
r(V,$)= 0,86
r(I,$)=-0,65

H.2.3 Wyniki obliczen: sposéb 1

Wyniki obliczen przeprowadzone pierwszym sposobem przedstawiono w tabeli H.3.

Wartosci trzech menzurandow R, X'i Z wyznaczono z réwnan (H.7), podstawiajac w miejsce V, [i ¢ $rednie
arytmetyczne V', Ii ¢ ztabeli H.2. Niepewnosci standardowe R, X'i Z wyznaczono z réwnania (16) w 5.2.2,

gdyz, jak wspomniano wyzej, wielkosci wejsciowe 17, I (Z sg skorelowane. Jako przykfad rozwazymy
rownanie Z = I7/T. Oznaczajgc V jako x,, [ jako x, i fjako Z = 17/1_, otrzymuje sie z rownania (16) z 5.2.2
niepewnos$é standardowg ztozong Z

2 — \2 —
uf(Z)z(%) u2(17)+[712j u2(7)+2(1ij(—712ju(17)u(7) r(V,1) (H.8a)
(D), (5D 2w (uD) 5 7 (H.80)
v I v I ’
albo
ug (Z)=ul (V) +ul (1) =2u,(V)u,()r(V,T) (H.8c)

gdzie u(V)=s(V) i u(I)=s(I), a wskaznik "r" w ostatnim wyrazeniu wskazuje, ze u jest niepewnoscia
wzgledna. Podstawiajac odpowiednie wartosci z tabeli H.2 do réwnania (H.8a) otrzymuije sie u (Z) = 0,236 Q.
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Poniewaz trzy menzurandy, czyli wielkosci wyjsciowe, zalezg od tych samych wielkosci wejsciowych, sg one
takze skorelowane. Elementy macierzy kowariancji, ktére opisujg te korelacje mozna zapisac¢ jako

(Y V) = ZZay’ ay’” (o (3 3,) (H.9)

i=l j= l
Gdzie y; = f,(X, Xy, Xpy) | YV, = frn (X1 X5,...,X)) . Rownanie (H.9) jest uogdlnieniem réwnania (F.2)
w F.1.2.3, gdy wielkoSci q,w tym wyrazeniu sg skorelowane. Oszacowane wspotczynniki korelacji wielko$ci
wyjsciowych sg dane jako r(y;,¥,,) =u(y;,¥,,)/u(y,)u(y,,), co wynika z réwnania (14) w 5.2.2. Nalezy

zauwazy¢, Zze elementy diagonalne macierzy kowariancji u(y;,y;) Euz(y,)sa oszacowaniami wariancji

wielkosci wyjsciowych y,, (patrz 5.2.2, uwaga 2) i ze dla m = [ réwnanie (H.9) jest identyczne z réwnaniem
(16) w 5.2.2.

Stosujgc réwnanie (H.9) do rozwazanego przyktadu nalezy przyjac:

Y1 =R X, = v u(x;) =r(x;)
=z x3=$

Wyniki obliczen R, X i Z oraz oszacowan ich wariancji i wspotczynnikdw korelacji podano w tabeli H.3.

Tab. H.3 — Wartosci wielkosci wyjsciowych R, Xi Z: sposéb 1

Indeks Zaleznos$¢ miedzy estymata Wartos¢ estymaty y, Niepewnos$¢ standardowa
menzurandu menzurandu y, i estymatami ktéra jest wynikiem pomiaru zlozona uc(yl) wyniku pomiaru
/ wielkosci wejsciowych x,
o _ u,(R)=0,071Q
1 =R=(V/I =R=127,732 Q) _
n=R=(V/T)cos¢ n ue(R)/R =0,06x102
o _ U, (X)=0,295Q
2 =X=(V/I)si =X =219,847Q _
72 (7/T)sing Y2 U (X)X =0,13x1072
o u.(R)=10,236 Q
3 =Z=V/I =7 =254,260 Q _
73 / 73 ue(2)]Z =0,09x1072

Wspétczynniki korelacji 7(y,, y,,)

"y, »,) = HR, X) =— 0,588
r(y,, y3) =r(R, Z)=-0,485
r(yz, y3) = r()(a Z) = 0,993

H.2.4 Wyniki obliczen: sposéb 2

Wyniki obliczen przeprowadzone drugim sposobem zebrano w tabeli H.4.

Poniewaz dane wejsciowe majg postaé pieciu zbioréw obserwacji trzech wielkosci wejsciowych V, ['i ¢, dla
kazdego zbioru danych wejsciowych mozna obliczyé wartosci R, X i Z, a nastepnie wyznaczy¢ ich najlepsze
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estymaty jako $rednie arytmetyczne pieciu obliczonych wartosci R, X i Z. Odchylenie standardowe kazdej
sredniej (ktore jest niepewnoscig standardowg ztozong) oblicza sie zwyklym sposobem z pieciu pojedynczych
warto$ci [réwnanie (5) w 4.2.3]. Oszacowane kowariancje dla trzech srednich oblicza sie z rownania (17), w
punkcie 5.2.3, bezposrednio dla pieciu pojedynczych wartosci, z ktérych wyznaczona jest srednia. Nie ma
zadnych roznic, jesli chodzi o wartosci wielkosci wyjsciowych, niepewnosci standardowe i oszacowane
kowariancje otrzymane tymi dwoma sposobami. Réznice mogg tylko wystgpic¢ jako efekty drugiego rzedu

zwigzane z zastgpieniem wyrazow takich jak 17/7 i cos@ przez V/I i cose.

Dla ilustracji tego podejscia, wartosci R, X i Z obliczone z kazdego z pieciu zbioréow obserwacji podano w tabeli
H.4. Z wartosci tych bezposrednio obliczono srednie arytmetyczne, niepewnosci standardowe i oszacowane
wspotczynniki korelacji. Uzyskane w ten sposdb wartosci liczbowe roznig sie nieznacznie od wynikow
podanych w tabeli H.3.

Tab. H.4 — Wartosci wielkosci wyjsciowych R, X'i Z: sposéb 2

Numer zbioru Pojedyncze wartosci menzurandow
k R=(V/I)cos¢ X =(V/I)sing Z=V/[l
(@) (@) Q)

1 127,67 220,32 254,64

2 127,89 219,79 254,29

3 127,51 220,64 254,84

4 127,71 218,97 253,49

5 127,88 219,51 254,04

Srednia arytmetyczna y; =R =127,732 yy =X =219,847 y3 =Z = 254,260

Odchylenie standardowe = = =
eksperymentalne $redniej s(R)=0,071 s(X)=0,295 $(2)=0,236

Wspdtczynniki korelacji r(y;, v,,)

r(y1,32) =r(R,X)=-0,588
r(y,3) =r(R,Z) = -0,485
r(y5,v3) =r(X,Z)=0,993

Wedtug terminologii z uwagi w 4.1.4 sposéb drugi jest przyktadem wyznaczania estymaty y ze wzoru
p— N f— f— p—
Y= Zk=] Y, /n, a sposob pierwszy przyktadem obliczania estymaty y ze wzoru y = f (X, X,,..., Xy ).
Jak zaznaczono w tej uwadze, obydwa sposoby liczenia dajg identyczne wyniki, jesli f jest funkcjg liniowa
wielkosci wejsciowych (pod warunkiem, Ze przy liczeniu sposobem pierwszym bierze sie¢ pod uwage
eksperymentalnie zaobserwowane wspdtczynniki korelacji). Jesli f nie jest funkcja liniowa, wyniki uzyskane
sposobem pierwszym roznig sie od wynikow uzyskanych sposobem drugim, a réznica zalezy od stopnia
nieliniowos$ci oraz od oszacowanych wariancji i kowariancji X;. Wynika to z zaleznosci

o _ 1 N N aZf .
1 N 2 12:1:; GXlﬁX] i J ( )
gdzie drugi czton po prawej stronie jest wyrazem drugiego rzedu w rozwinieciu funkcji f'w szereg Taylora

wzgledem )?l- (patrz takze 5.1.2, uwaga). W omawianym przypadku preferuje sie sposéb drugi, poniewaz
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pozwala on unikna¢ przyblizenia y = f()? ,)? ,...,)?N) i lepiej oddaje stosowang procedure pomiarowg —
dane byty faktycznie zebrane w zbiory.

Sposéb drugi moze by¢ jednak nieodpowiedni, jesli dane w tabeli H.2 reprezentujg 17, = 5 obserwacji napigcia
V, po ktdrych wykonano n, = 5 obserwacji pradu /, a potem n; = 5 obserwacji kata przesunigcia fazowego ¢.

Sposobu drugiego nie mozna takze stosowac, jesli liczby obserwacji sg rézne, n, # n, # n,. (Jest to faktycznie
nie najlepsza procedura pomiarowa, gdyz napiecie na okreslonej impedanc;ji i pragd przeptywajgcy przez nig
sg Scisle zwigzane).

miedzy wielko$ciami V, I, i ¢ nie ma koreIaCJl, wtedy wyliczone wspétczynniki korelacji nie maja zadnego
znaczenia i nalezy przyja¢ je za rowne zeru. Jesli dokonamy takiej zmiany w tabeli H.2, réwnanie (H.9)
sprowadza sie do réwnowaznego réwnaniu (F.2) w F.1.2.3, mianowicie

oy, 0
u(y;,y,) = Z 4 y’” 2 (x,) (H.11)

i jego zastosowanie do danych w tabeli H.2 prowadzi do zmian warto$ci podanych w tabeli H.3, co pokazano
w tabeli H.5.

Tab. H.5 — Zmiany w tabeli H.3 przy zatozeniu,
ze wspotczynniki korelacji w tabeli H.2 sg rowne zeru

Niepewnosci standardowe ztozone u (u))

wynikéw pomiaru

U (R)=0,195Q
u.(R)/R =0,15x107>

1 (X)=0,201Q
ue(X)/X =0,09x107

ug(R) = 0,204 Q
u(Z)/Z =0,08x1072

Wspétczynniki korelacji 7(y,, v,

1y, ¥,) = (R, X) = 0,056
F()/l, y3) = I"(R, Z) =0,527
1y, y3) = 1(X, Z) = 0,878

H.3 Wzorcowanie termometru

Przyktad pokazuje sposdb wyznaczania liniowej krzywej wzorcowania metodg najmniejszych kwadratow oraz
sposoOb korzystania z parametrow krzywej wzorcowania i oszacowan ich wariancji i kowariancji przy
wyznaczaniu wartosci i niepewnosci standardowej przewidywanej poprawki.
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H.3.1 Problem pomiarowy

Termometr wzorcuje sie¢ poréwnujgc n =11 odczytanych z niego temperatur 7;, o zaniedbywalnych
niepewnosciach, z odpowiadajgcymi im temperaturami odniesienia fy , z przedziatu temperatury od 21 °C do
27 °C i wyznaczajgc poprawki katR,k—tk odczytow termometru. Zmierzone poprawki b, i zmierzone
temperatury ¢, sg wielkosciami wejsciowymi obliczen. Liniowa krzywa wzorcowania

b(t) =y, + y,(t—1y) (H.12)

jest liniowg aproksymacja zaleznosci miedzy zmierzonymi poprawkami i odpowiadajgcymi im temperaturami,
wyznaczong metodg najmniejszych kwadratéw. Parametry y; i y,, to jest odpowiednio przesuniecie (czyli

rzedna punktu przecigcia krzywej wzorcowania z osig rzednych) i wspotczynnik nachylenia krzywej
wzorcowania sg dwoma menzurandami, czyli wielko$ciami wyjsciowymi, ktére majg by¢ okreslone. Wartos¢

temperatury 7, jest wybrana arbitralnie i nie jest parametrem okreslanym metodg najmniejszych kwadratow.

Po wyznaczeniu wartosci y, i y, oraz oszacowan ich wariancji i kowariancji, réwnanie (H.12) mozna
wykorzystac¢ do okre$lania wartosci poprawki oraz niepewnosci standardowej poprawki wskazania termometru
dla dowolnej wartosci t temperatury.

H.3.2 Dopasowanie metoda najmniejszych kwadratéw

W oparciu o metode najmniejszych kwadratéw i zgodnie z zatozeniami przedstawionymi w H.3.1, wielkoci
wyjsciowe y, i y, oraz oszacowane ich wariancje i kowariancje wyznacza sie minimalizujgc sume

S= Z[bk - _)’2(t_to)]2
k=1

Prowadzi to do nastepujgcych réwnan okreslajacych y, i y,, ich wariancje eksperymentalne sz(yl) 1 sz(yz)

oraz oszacowany wspétczynnik korelacji 7(yy, v,) = s(¥;, ¥,)/s()s(v,) , gdzie s(y;,»,) jest oszacowana
kowariancja

(26)(26)- (268 )(26:) (H.13a)

Y=

D
b0, |- b o
, = 2h0)~(25)(2.%) 1
D
2 92
Sz(y1)=SZTk (H.13c)
2
Sz(y2)=n% (H.13d)
o
f’(ypyz):—z—k2 (H.13e)
nZHk
2
2 20 —b()] (H.130)

n—2

D=nY. 0 ~(26,) =n3(6,-8) =n3 (1, ~T) (H.13g)
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gdzie sumuje sigodk = 1don; 6, =t, —t,,0 = (z 0, )/n it = (Ztk )/n  [Be —b(t,)] jest roznica miedzy
zmierzong lub zaobserwowang poprawkg bk dla temperatury 7, i poprawkg b(tk) przewidywang dla temperatury
t, z krzywej wzorcowania b(t) = y, + v, (¢ —t,) . Wariancja s” jest miara catkowitej niepewnosci aproksymadji

krzywej wzorcowania, natomiast czynnik n — 2 odzwierciedla fakt, Zze liczba stopni swobody wariancji s WYynosi
Vv =n -2, poniewaz z n obserwacji okresla si¢ dwa parametry y, i y, (patrz G.3.3).

H.3.3 Obliczenia wyniku pomiaru

Dane, do ktérych nalezy dopasowaé krzywg wzorcowania sg podane w drugiej i trzeciej kolumnie tabeli H.6.
Przyjmujac #, = 20 °C jako temperature odniesienia, otrzymuje sig ze wzoréw (H.13a) do (H.13g) nastepujace
wartosci

y =-0,1712°C s(»,)=0,0029°C

¥, =0,00218 s(y,)=0,000 67

r(y,¥,)=-0,930 s=0,0035°C
Poniewaz wspotczynnik nachylenia krzywej y, ma ponad trzy razy wigkszg warto$¢ od jego niepewnosci

standardowej, to przy pomiarze temperatury powinno sie stosowaé poprawki dane przez krzywag wzorcowania,
a nie statg usredniong poprawke.

Tab. H.6 — Dane uzyte do wyznaczenia liniowej krzywej wzorcowania termometru
otrzymane metoda najmniejszych kwadratéow

Numer Odczyt Poprawka Poprawka Réznica miedzy poprawkami
odczytu termometru zaobserwowana prognozowana zaobserwowang i prognozowang

k Y by=tgi—1 b(t) b= b(t)

(°C) (°C) (°C) (°C)

1 21,521 -0,171 -0,167 9 -0,003 1

2 22,012 -0,169 -0,166 8 -0,002 2

3 22,512 -0,166 -0,1657 -0,000 3

4 23,003 -0,159 -0,164 6 +0,005 6

5 23,507 -0,164 -0,163 5 -0,000 5

6 23,999 -0,165 -0,162 5 -0,002 5

7 24,513 -0,156 -0,161 4 +0,005 4

8 25,002 -0,157 -0,160 3 +0,003 3

9 25,503 -0,159 -0,159 2 +0,000 2

10 26,010 -0,161 -0,158 1 -0,002 9

11 26,511 -0,160 -0,157 0 -0,003 0

Krzywa wzorcowania ma postac
b(t) =—0,1712(29) °C +0,002 18(67)(t — 20 °C) (H.14)

gdzie liczby w nawiasach sg wartosciami liczbowymi niepewnosci standardowych odniesionymi do ostatnich
cyfr odpowiadajgcych im wartosci przesuniecia i wspétczynnika nachylenia, (patrz 7.2.2). Powyzsze réwnanie

okresla przewidywane wartosci poprawki b(#) dla dowolnej temperatury ¢, a w szczegolnosci warto$¢ b(¢,) dla
t = t,. Przewidywane wartosci poprawek zamieszczono w czwartej kolumnie tabeli H.6, natomiast w kolumnie
pigtej podano réznice miedzy warto$ciami poprawek zmierzonymi i przewidzianymi b, —b(¢, ) . Analiza tych
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réznic moze by¢ wykorzystana do sprawdzenia zasadnosci stosowania modelu liniowego. Istniejg formalne
testy stuzace do tego celu (patrz [8]), ale nie bedg tu rozwazane.

H.3.4 Niepewnos¢ wartosci przewidywanej

Wyrazenie okreslajgce niepewnos¢ standardowg ztozong przewidywanej wartosci poprawki mozna otrzymaé
stosujgc prawo propagacji niepewnosci, réwnanie (16) z 5.2.2 do réwnania (H.12). Oznaczajac

b(®) = f (v}, y,) oraz ktadac u(y,) = s(y;) i u(y,) = s(y,) otrzymujemy
ul[b()] = (y) + (t = 16) 1 (1) + 20t = 1) u(y) u(y)) F (31, ,) (H.15)

Oszacowana wariancja ucz[b(t)] osigga minimum dla 7., =, —u(y,)r(y,¥,)/u(y,), co w danym
przypadku wynosi 7, .. = 24,008 5 °C.

Jako przykfad stosowania rownania (H.15) rozwazmy wyznaczanie poprawki i jej niepewnosci dla temperatury
t = 30 °C, a wiec temperatury spoza zakresu temperatur, dla ktérego termometr byt wzorcowany. Podstawiajgc
t =30 °C do réwnania (H.14) otrzymuije sie

b(30 °C) =-0,149 4 °C
a do réwnania (H.15)

u? [h(30 °C)] = (0,0029 °C)? + (10 °C)? (0,000 67)2 + 2 (10 °C)(0,0029 °C)(0,000 67) (~0,930)

=17,1x 106 °C?
czyli

uc [b(30 °C)] = 0,004 1 °C

Tak wiec poprawka dla temperatury 30 °C jest réwna —0,1494 °C z niepewnos$cig standardowg ztozong
uc = 0,0041 °C i posiadajgcg v = n — 2 = 9 stopni swobody.

H.3.5 Eliminacja korelacji miedzy wspoétczynnikiem nachylenia i przesunieciem

Z réwnania (H.13e) okreslajgcego wspdiczynnik korelacji 7(y,, ¥,) wynika, ze dobierajac #, spetniajace

zzzl 0, = ZZ=1 (t, —t,) =0, osigga sie r(y;, y,) =0 i nieskorelowane y, i y,, co upraszcza obliczenie

(Zin)n

w rozpatrywanym przypadku ¢ = 24,008 5 °C, to powtdrzenie procedury dopasowania krzywej wzorcowania
metodg najmniejszych kwadratow dla 7, = f =24,008 5 °C doprowadzitoby do nieskorelowanych wartosci N

niepewnosci standardowej przewidywanej poprawki. Poniewaz ZZ:10k =0 dla ¢, =t

i ¥,. (Temperatura 7 jest takze temperatura, w ktorej uf[b(t)] osigga minimum — patrz H.3.4). Jednakze
powtarzanie procedury dopasowania jest niepotrzebne, gdyz mozna wykazac, ze

b(t)=y+y,(t=1t) (H.16a)

ug[b(6)] = (7)) + (=T’ (1) (H.16b)

r(V1,3,)=0 (H.16c)
gdzie

W=y +n(—1)
t =t =s(y)r(,12)/5(»)
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P D) =5 =7 (1. 1))
przy czym w zapisie rownania (H.16a) dokonano podstawien u(y;) =s(y)) i u(y,)=s(y,) [patrz rbwnanie

(H.15)].

Wykorzystujac te zaleznosci w obliczeniach z H.3.2 otrzymuje sie

b(t)=-0,162 5(11) + 0,002 18(67) (¢t — 24,008 5 °C) (H.17a)
ul[b(t)]= (0,001 1)* + (1 — 24,008 5 °C) (0,000 67)° (H.17b)
To, ze powyzsze wyrazenia dajg takie same wyniki jak réwnania (H.14) i (H.15), mozna sprawdzi¢ powtarzajgc
obliczenia dla b(30 °C) i u [b(30 °C)]. Podstawiajgc ¢ = 30 °C do réwnan (H.17a) i H.17b) otrzymuije sie
b(30°C) =-0,149 4 °C
u [b(30 °C)] = 0,004 1 °C
a wiec wyniki identyczne z otrzymanymi w H.3.4. Oszacowang kowariancje miedzy dwoma przewidywanymi
poprawkami mozna wyznaczy¢ z réwnania (H.9) w H.2.3.

H.3.6 Rozwazania dodatkowe

Metode najmniejszych kwadratow mozna stosowa¢ do aproksymacji zbioréw danych punktéw krzywymi

wyzszych rzeddw, mozna jg takze stosowaé, gdy poszczegdlne dane sg obarczone niepewnosciami.

Szczegotowe wiadomosci 0 metodzie najmniejszych kwadratéw znalezé mozna w [8]. Tu podamy tylko dwa

przyktady, w ktorych przyjmuje sie zatozenie, ze zmierzone poprawki b, nie sg doktadnie znane.

1) Zatézmy, ze kazda warto$¢ 7, posiada zaniedbywalng niepewnos¢ i kazda z n wartosci 7y ; zostata
wyznaczona z serii m powtorzonych odczytow, a potgczona estymata wariancji tych odczytow oparta na

duzej ilosci danych otrzymanych w ciggu kilku miesiecy jest rowna sg . Oszacowana wariancja kazdej IRk
WYynosi Sé / m= ué i kazda zaobserwowana poprawka bk = tR,k —1, ma takg samg niepewnosc
standardowg u,. W tych warunkach (i przy zatozeniu, ze nie ma powodu do uznania modelu liniowego za

niewtasciwy) ug zastepuje s* w réwnaniach (H.13c) i (H13d).

UWAGA Potgczong estymate wariancji Srz, opartg na /N seriach niezaleznych obserwacii tej samej zmiennej losowej

otrzymuje sie z wzoru

u 2
ZV,-Si
2 _ =l

Sp

Vi

Il
U

1

gdzie 5,2 jest wariancjg z proby i-tej serii ; powtorzonych niezaleznych obserwacji [rownanie (4) w 4.2.2] posiadajgcg
v;= n; — 1 stopni swobody. Liczba stopni swobody 5§ wynosi v=zi]\i1 v; . Wariancja eksperymentalna 5%/111
(i odchylenie standardowe eksperymentalne Sp/\/Z) Sredniej arytmetycznej m niezaleznych obserwacji
charakteryzowanych przez potgczong estymate wariancji sﬁ ma takze v stopni swobody.

2) Przypuscimy, ze kazda z wartosci 7, posiada zaniedbywalng niepewnos¢ i kazda z n wartosci fy ; jest
korygowana za pomocg poprawki &, oraz kazda poprawka ma takg samg niepewnosc standardowg u,,.
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Niepewnos¢ standardowa kazdej wartosci b, = I x —1; jestwowczas réwna u, i sz(yl) zostaje zastgpione

przez sz(y1)+ua2 ,a sz( y|) przez sz( ) +u§.

H.4 Pomiar aktywnosci

Przyktad H.4 jest podobny do przyktadu H.2, jednoczesnego pomiaru rezystancji i reaktancji, w ktérym dane
mozna analizowa¢ dwoma réznymi sposobami prowadzacymi do jednakowych wynikéw liczbowych. Sposéb
pierwszy ilustruje ponownie potrzebe wziecia pod uwage zaobserwowanych korelacji miedzy wielkoSciami
wejsciowymi.

H.4.1 Problem pomiarowy

Aktywnosé masowg radonu (?22Rn) w prébce wody okresla sie przez zliczanie scyntylacji w tej probce
i poréwnaniu ich liczby z liczbg scyntylacji w prébce wzorcowej o znanej aktywnosci wiasciwej radonu
w wodzie. Nieznang aktywnos$¢ wyznacza sie zliczajgc scyntylacje pochodzace z trzech zrédet zawierajgcych
w przyblizeniu po 5 g wody i 12 g organicznego scyntylatora emulsyjnego w fiolkach o pojemnosci 22 mi:

Zrodio (a)  probka wzorcowa zawierajacy roztwor wzorcowy o masie mg i znanej aktywnosci wiasciwej
masowej,

Zrédto (b) odpowiednio dobrana prébka Slepa zawierajgca wode bez materiatu radioaktywnego,
uzywana do znalezienia promieniowania tfa,

Zrédto () probka badana o masie m _ i nieznanej aktywnosci wtasciwej masowe;.

Wykonano szes¢ cykli pomiaréw zliczajgcych scyntylacje trzech zrodet w nastepujagcym porzadku: wzorzec
— prébka $lepa — probka badana. Czas zliczania 7|, dla kazdego zrédta w kazdym z szesciu cykli byt rowny 60

minut. | chociaz nie mozna przyjg¢ aktywnosci tta za statg w czasie trwania catego pomiaru (65 godzin), to
jednak natezenie zliczeh scyntylacji w prébce Slepej mozna uznac¢ za reprezentatywne dla tta w czasie
pomiaréw prébki wzorcowej i prébki badanej wykonywanych w tym samym cyklu. Otrzymane wyniki
zamieszczono w tabeli H.7, gdzie

sg czasami liczonymi od czasu odniesienia =0 do $rodkow interwatow zliczania
T,= 60 min dla probki wzorcowej, probki Slepej i probki badanej, odpowiednio; czas 15
jest podany dla kompletnosci wynikéw, gdyz jego znajomos¢ nie jest potrzebna do
obliczen,

Iy, Ip, I,

Cg, Cg, C,  sgliczbami zliczonych scyntylacji zarejestrowanymi w interwatach zliczania 7;, = 60 min
dla prébki wzorcowej, probki slepej i prébki badanej, odpowiednio.

Zaobserwowane zliczenia mozna wyrazi¢ nastepujgco

Cy = Cyy + A Tymge™s (H.18a)

C,=Cy+ed Tyme ™ (H.18b)
gdzie:

& jest wydajnoscig detekcji scyntylacji w cieczy dla 222Rn w zrédle o danym sktadzie, przy czym

zaktada sie, ze wydajno$¢ jest niezalezna od stopnia aktywnosci zrodta,

Ag  jest aktywnoscig masowg wzorca w czasie odniesienia ¢ = 0,

A jest menzurandem okres$lonym jako nieznana aktywno$¢ masowa badanej prébki w czasie
odniesienia t = 0,

mg  jest masg roztworu wzorcowego,
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m,  jest masg probki badanej,
A jeststalg rozpadu dla ***Rn: A =(In 2)/T1/2 = 1,258 94 x10* min " (7}, = 5 505,8 min).
Tab. H.7 — Dane obliczeniowe do wyznaczania aktywnosci masowej probki

Cykl Prébka wzorcowa Prébka slepa Prébka badana

k tg Cq s Gy t C.
(min) (zliczenia) (min) (zliczenia) (min) (zliczenia)

1 243,74 15 380 305,56 4 054 367,37 41432
2 984,53 14 978 1046,10 3922 1107,66 38 706
3 1723,87 14 394 1785,43 4200 1 846,99 35 860
4 2 463,17 13 254 2524,73 3830 2 586,28 32238
5 3 217,56 12516 3279,12 3 956 3 340,68 29 640
6 3 956,83 11 058 4 018,38 3980 4 079,94 26 356

Z réwnan (H.18a) i (H.18b) wynika, ze poszczegoinych wartosci Cg i C, podanych w tabeli H.7 nie mozna

bezposrednio usredni¢ z powodu wykfadniczego zaniku aktywnos$ci probki wzorcowej i prébki badanej oraz
nieznacznych zmian natezenia promieniowania tta w kolejnych cyklach. Nalezy wiec wprowadzi¢ korekcje

liczby zliczen (lub nateZenia zliczen okreslonego jako liczba zliczen podzielona przez 77, = 60 min) ze
wzgledu na zanik aktywnosci i wystepowania tta. £gczgc réwnania (H.18a) i (H.18b) otrzymuje sie zaleznos¢
wyrazajaca nieznang aktywnos¢ masowag w funkcji wielkosci znanych

A, = f(As,mg,m,,Cg,C,,Cy, 15,1, A) =

2
4 s CmCe ) ms (C=Co) ity (H.19)
m, (Cy—Cy)e™ m, (Cg—Cg)
gdzie (C, —CB)ei’* i (Cg —CB)eMS sg zliczeniami, skorygowanymi ze wzgledu na promieniowanie tta, dla

probki badanej i prébki wzorcowej, w czasie odniesienia # = 0, dla czasu zliczania 7;, = 60 min. Powyzsze
mozna zapisac¢ prosciej

me R
Ax :f(AS’mS’mx’RS')Rx):AS_S —

m, RS

(H.20)

gdzie natezenia zliczen R, i Rg, skorygowane ze wzgledu na zanik aktywno$ci i promieniowanie tta, sg
wyrazone wzorami

R, =[(C,-Cy)/T,]e*" (H.21a)

Ry =[(Cs—Cy)/T,1e™ (H.21b)

H.4.2 Analiza danych

W tabeli H.8 zestawiono warto$ci natezen zliczen R i Rg, skorygowanych ze wzgledu na zanik aktywnosci
i promieniowanie tta, obliczone z réwnanh (H.21a) i (H21b) na podstawie danych w tabeli H.7 i podanej
wezesniej wartosci statej rozpadu A= 1,258 94 x10“min"". Warto zauwazy¢, ze stosunek R =R, /R
najprosciej oblicza sie z wyrazenia
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[(C, = Cp)/(Cs = Cy)Je™ ™)

Srednie arytmetyczne ES, Ex i R oraz ich odchylenia standardowe eksperymentaine S(Es), S(Ex)

[ S(E) oblicza sie w zwykty sposoéb [rownania (3) i (5) w 4.2]. Wspotczynnik korelacji r(Ex,Es)oincza sie
zréwnania (17) w 5.2.3 i réwnania (14), podanego w 5.2.2.

Z powodu stosunkowo matej zmienno$ci wartosci R, i Rg, stosunek wartosci $rednich Ex/ES i niepewnos¢
standardowa u(Ex/ES) tego stosunku sg bardzo bliskie wartosciami odpowiednio do Sredniej R i jej
niepewnosci standardowej S(E) , jak podano w ostatniej kolumnie tabeli H.8 [patrz H.2.4 i rownanie (H.10)].
Jednakze przy obliczaniu niepewnosci standardowe;j u(ﬁx/l?s) z rébwnania (16) w 5.2.2 nalezy wzig¢ pod
uwage korelacje miedzy R, i Rg reprezentowang przez wspoétczynnik korelacii r(Ex,I?S) . [Réwnanie to daje

dla oszacowanej wariancji wzgledne;j Ex / Es trzy ostatnie cziony réwnania (H.22b)].

Warto zauwazy¢, ze odchylenia standardowe eksperymentalne wielkosci R, i Rg sg odpowiednio x/gs(ﬁx)

[ \/ES(ES). Wskazujg, ze zmienno$¢ tych wielkosci jest dwa do trzech razy wieksza, niz zmienno$é

wynikajgca ze statystyki Poissona, modelujgcej proces zliczania scyntylacji. Zmiennos¢ ta jest bowiem
witgczona w obserwowang zmiennos$¢ liczby scyntylacji i nie trzeba brac¢ jej oddzielnie pod uwage.

Tab. H.8 — Obliczone natezenia zliczen skorygowane ze wzgledu
na zanik aktywnoscii promieniowanie tfa

Cykl R, Ry 1 — 1 R=R,/Rg
k (min™) (min ™) (min)
1 652,46 194,65 123,63 3,352 0
2 666,48 208,58 123,13 3,192 3
3 665,68 211,08 123,12 3,154 3
4 655,68 214,17 123,11 3,061 5
5 651,87 213,92 123,12 3,047 3
6 623,31 194,13 123,11 3,2107
R, = 652,60 Rg = 206,09 R=3,170
s(R,)=6,42 s(Rg)=3,79 s(R) = 0,046
s(R,)/R, =0,98x107 s(Rg)/Rg =1,84x107 s(R)/R =1,44x1072
R, /R =3,167
u(R, /Rg) = 0,045
u(R,/Rs)/(R,/Rg) =1,42x107
Wspétczynnik korelaciji
r(R,,Rg) = 0,646
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H.4.3 Obliczanie wynikow koncowych

Do obliczenia nieznanej aktywnosci masowej Ay i jej niepewnosci standardowej ztozonej uc(Ax) z rébwnania

(H.20) trzeba zna¢ warto$ci Ag, m, 1 mg oraz ich niepewnosci standardowe. Wynoszg one

Ag =0,136 8 Ba/g

u(4g) = 0,001 8 Bg/g u(AS)/AS =1,32x1072

mg=50192g
u(mg) = 0,005 g u(mg)/mg =0,10x102
m, =50571g
u(m,)=0,0010g u(m,)/m, = 0,02x102

Oceniono jako zaniedbywalne inne mozliwe zrédta niepewnosci:
— niepewnosci standardowe czasow zaniku u(fg ;) i u(f, ;) ;

— niepewnos$¢ standardowg statej rozpadu radonu 2R u(A)=1x10"min"". (Istotng wielkoscig jest
wspotczynnik zaniku exp[ A (¢, — £5)], ktdry zmienia si¢ od wartosci 1,015 63 w cyklach k = 4 i 6 do wartosci

1,015 70 w cyklu k = 1. Niepewno$é standardowa tych wartosci wynosi u = 1,2 x 10°%);
— niepewnos¢ zwigzana z mozliwg zaleznoscig wydajnosci detekcji licznika scyntylacyjnego od uzytego
zrodia (préobka wzorcowa, probka slepa, probka badana);

— niepewnosc¢ poprawki na czasu zliczania oraz niepewnos¢ poprawki na zaleznos¢ wydajnosci zliczania od
poziomu aktywnosci.

H.4.3.1 Wyniki obliczen: sposéb 1

Jak wspomniano wczesniej 4, 1 1 (A,) mozna wyznaczy¢ dwoma sposobami z rownania (H.20). W pierwszym

sposobie oblicza sie 4, na podstawie $rednich arytmetycznych Ex i Es co daje

me R
A, = A m—s —X =0,430 0 Bg/g (H.22a)

X S
Stosujgc do powyzszego réwnanie (16) z 5.2.2 otrzymuje sie wariancje ztozong

ug(4,) ()  u'(mg)  w’(m) w’(R) (R NE Es)u(ﬁi)li(ﬁs) (H.22b)

AL A omg om RDORS R R

gdzie, jak juz wspomniano w H.4.2, trzy ostatnie cztony dajg uz(ﬁx /ES)/(EX /ﬁs)2 , 0szacowang wariancje
wzgledng ilorazu Ex/ﬁs . Zgodnie z rozwazaniami z punktu H.2.2 wyniki zawarte w tabeli H.8 wskazuja, ze
R nie jest scisle rowne Ex/ﬁs , jak réwniez niepewnosc standardowa u(Ex/ES) nie jest scisle rowna

niepewnosci standardowej s(ﬁ) zwigzanejz R.

Podstawiajgc wartosci odpowiednich wielkosci do rownan (H.22a) i (H.22b) otrzymuje sie

Ue(A) _ g3, 102
4

X
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u,(A,) = 0,008 3 Bq/g
Wynik pomiaru moze wiec by¢ podany w postaci:

A, =0,430 0 Bg/g ze niepewnoscig standardowg ztozong u, = 0,008 3 Ba/g.

H.4.3.2 Wyniki obliczen: sposéb 2

W drugim sposobie, ktdre pozwala unikngé korelacji miedzy Ex i ES, A, oblicza sie na podstawie $redniej
arytmetycznej R

m —_
A, = A m—SR = 0,430 4 Ba/g (H.23a)

X
Wyrazenie okreslajgce uc2 (4, ) jest prostsze

2 2 2 2 2/p
ucl(;jx) — u i;js)_i_u 151’:218)"' u ’:le)_’_ul?(f)

X

(H.23b)

na jego podstawie obliczamy
u,(A,)
A

X

=1,95x 1072

u.(A,) = 0,008 4 Ba/g
Wynik pomiaru moze wiec by¢ podany w postaci:
A,.=0,430 4 Bg/g z niepewnoscig standardowg ztozong u, = 0,008 4 Bq/g.

Liczbe wypadkowych stopni swobody u, mozna oszacowac ze wzoru Welcha-Satterthwaite'a w sposob
przedstawiony w H.1.6.

Podobnie jak w H.2, preferuje sie drugi sposéb postepowania, poniewaz pozwala on unikng¢ przyblizenia
Sredniej stosunku dwoch wielkosci przez stosunek srednich dwoch wielkosci i lepiej oddaje stosowang
procedure pomiarowg — dane byty faktycznie gromadzone w odrebnych cyklach.

Tym niemniej réznica miedzy warto$ciami 4, otrzymywanymi tymi dwoma sposobami jest bezspornie mata
w poréwnaniu z niepewnos$cig standardowg przypisang kazdej z otrzymanych wartosci. Réwniez réznica
miedzy niepewnosciami standardowymi dla obu wartosci jest zaniedbywalna. Zgodnos¢ taka dowodzi, ze oba
opisane sposoby postepowania sg rownowazne, jezeli wtasciwie uwzgledni sie obserwowane korelacje.

H.5 Analiza wariancji

Przyktad jest wprowadzeniem do metod analizy wariancji (ANOVA). Techniki statystyczne obejmowane tg
nazwg sg uzywane do identyfikacji i okreslania jakosciowego pojedynczych oddziatywan przypadkowych na
pomiar, tak ze oddziatywania te mogg by¢ w sposob wiasciwy uwzglednione przy wyznaczaniu niepewnosci
wyniku pomiaru. Metody ANOVA znajdujg zastosowanie w wielu dziedzinach pomiarowych, na przyktad przy
wzorcowaniu wzorcow, takich jak wzorce napiecia i wzorce masy oraz przy certyfikacji materiatéw odniesienia,
metodami ANOVA nie mozna jednak identyfikowaé oddziatywan systematycznych.

Istnieje wiele réznych modeli postepowania objetych ogéing nazwg ANOVA. Ze wzgledu na swojg waznosc¢,
w niniejszym przyktadzie pokazano zrownowazony schemat grupowania. Liczbowg ilustracjg tego schematu
jest przyktad wzorcowaniu wzorcéw napiecia Zenera. Przedstawiona analiza powinna by¢ przydatna w wielu
praktycznych zastosowaniach pomiarowych.
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Analiza wariancji ma specjalne znaczenie przy certyfikacji materialdbw odniesienia podczas badan
miedzylaboratoryjnych, zagadnienie to oméwiono doktadnie w Przewodniku 1ISO 35 [19] (krétki opisu takiej
certyfikacji materiatu odniesienia patrz H.5.3.2). Poniewaz wiele materiatu zawartego w Przewodniku ISO 35
ma szerokie praktyczne zastosowanie, niniejsza publikacja moze stuzy¢ jedynie jako uzupetniajgcy poradnik
co do dodatkowych szczegétow dotyczgcych ANOVA, w tym takze niezrownowazonych schematéw
grupowania. Podobng funkcje mogg spetnia¢ publikacje [15] i [20].

H.5.1 Problem pomiarowy

Rozwazamy wzorzec napiecia Zenera o nominalnej wartosci 10 V, wzorcowany w stosunku do statego
napiecia odniesienia przez okres dwoch tygodni. Kazdego sposrod J dni w ciggu tego okresu wykonuije sie K
niezaleznych obserwacji napigcia Vg wzorca. Jezeli V), oznacza k-t obserwacje Vg k=1, 2, ..., K)

wykonana j-tego dnia (j =1, 2, ..., J), to najlepsza estymatg napiecia Vs wzorca jest érednia arytmetyczna %
obserwacji JK [patrz réwnanie (3) w 4.2.1]

v :J_KZZVJ" =V (H.24a)

Odchylenie standardowe eksperymentalne sredniej s(I7), bedace miarg niepewnosci vV jako estymaty
napiecia wzorca, otrzymuje sie z [patrz rownanie (5) w 4.2.3]

J K
27 V=V) :
s*(V)= JK(JK l);;( ) (H.24b)

UWAGA W tym przykladzie zaktada sie, ze wszystkie poprawki stosowane do wynikéw obserwacji w celu kompensacji
oddziatywan systematycznych majg zaniedbywalne niepewnosci lub tez niepewnosci ich sg takie, ze mozna je uwzglednié
na koncu analizy. Poprawka tego rodzaju, ktéra moze by¢ wprowadzona do wartosci $redniej z obserwacji na zakonczenie
analizy, jest r6znicg miedzy wartoscig certyfikowang (majaca z zatozenia dang niepewnosc) i wartoscig roboczg stabilnego
napiecia odniesienia, w stosunku do ktérego jest wzorcowany wzorzec napiecia Zenera. Tak wiec estymata napiecia
wzorca otrzymana z obserwacji metodami statystycznymi nie musi by¢ koniecznie konncowym wynikiem pomiaru. Réwniez
odchylenie standardowe eksperymentalne tej estymaty nie musi by¢ koniecznie niepewnoscig standardowg ztozong
wyniku koncowego.

Odchylenie standardowe eksperymentalne wartosci sredniej S(I7) otrzymane z rownania (H.24b) jest wtasciwg

miarg niepewno$ci I7jedynie wtedy, gdy zmienno$¢ wynikow obserwacji z uptywem dni jest taka sama jak ich
zmiennos¢ w ciggu pojedynczego dnia. Jezeli zmienno$¢ z uptywem dni jest znaczna wieksza, niz mozna tego
oczekiwa¢ na podstawie zmienno$ci obserwowanej w ciggu pojedynczego dnia, to zastosowanie réwnania

(H.24b) moze doprowadzi¢ do uzyskania zanizonej wartosci niepewnosci sredniej V' . Nasuwajg sie wiec dwa
pytania: w jaki sposéb mozna zdecydowac, czy zmienno$¢ miedzydniowa (charakteryzowana przez
miedzydniowg sktadowg wariancji) jest znaczaca w pordwnaniu ze zmiennoscig jednodniowa
(charakteryzowang przez jednodniowg sktadowa wariancji), oraz, jezeli tak jest, jak powinno sie obliczaé
niepewnos¢ srednig?

H.5.2 Przyktad liczbowy

H.5.2.1 Dane pozwalajgce na zadanie powyzszych pytan zamieszczono w tabeli H.9 gdzie:

J =10 jest liczbg dni, w ktérych dokonywano obserwacji napiecia,
K = 5 jest liczbg obserwaciji napiecia dokonywanych kazdego dnia

_ 1 &
4 =;ZV,~k (H.25a)
k=1

jest érednig arytmetyczng K =5 obserwacji napiecia dokonanych j-tego dnia (istnieje J= 10 takich
dziennych Srednich)
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_ 1 J _ 1 J K
V=7Z j:J_KZZV/k (H.25b)

jest $rednig arytmetyczng J = 10 dziennych $rednich i $rednig wszystkich JK = 50 obserwacji

Vi) = Z( (H.25¢)
jest wariancjg eksperymentalng K = 5 obserwacji dokonanych j-tego dnia (istnieje J = 10 takich estymat
wariancji)

s (V) = 1Z(V -7y (H.25d)

jest wariancjg eksperymentalng K = 10 $rednich dziennych (istnieje tylko jedna taka estymata wariancji).

H.5.2.2 Zgodnos¢ zmiennosci jednodniowej i miedzydniowej dokonanych obserwacji mozna badac

poréwnujgc dwie niezalezne estymaty 0&, , jednodniowej sktadowej wariancji (to jest wariancji obserwac;ji
dokonanych tego samego dnia).

Pierwszg estymate 0\2” , 0znaczong przez S,j , otrzymuje sie z obserwacji zmiennosci srednich dziennych I7J .

Poniewaz Vj jest srednig z K obserwaciji, to oszacowana jej wariancja s2(17j), przy zatozeniu, ze

miedzydniowa sktadowa wariancji jest rowna zeru, estymuje O_vzv /K. Z réwnania (H.25d) wynika bowiem, Ze

s> =Ks*(V)) V)

V.-V .
=5 IZ( )? (H.26a)

jest estymatg G%v majgca v, =J — 1 = 9 stopni swobody.

Druga estymata O'\ZN, oznaczona przez Sﬁ, jest potgczong estymatg wariancji otrzymang z J=10

pojedynczych wartosci § ( k) dang réwnaniem z uwagi w H.3.6. Dziesie¢ pojedynczych wartosci § ( k)

oblicza si¢ z réwnania (H.25c). Poniewaz liczba stopni swobody kazdej z tych wartosci jest réowna v, = K - 1,

to koncowym wyrazeniem okreslajgcym Stz, jest po prostu ich srednia. Tak wiec

1 J
Iy B N T | |
sy =5~ (V) J].Z;S Vi) = JK - I)ZZ( V) (H.26b)

j=1 k=1

jest estymatg O'\ZV majacg v, =J (K - 1) = 40 stopni swobody.

Estymaty O'\Z,V dane réwnaniami (H.26a) i (H.26b) wynoszg odpowiednio Sf =(128 uV)2 [ sg =(85 uV)Z.

Poniewaz estymata Sf jest oparta na zmiennosci $rednich dziennych, za$ estymata Sg jest oparta na

zmiennosci dziennych obserwacji, to ich roznica wskazuje na mozliwo$¢ istnienia czynnika, ktéry zmienia sie
z dnia na dzien, ale pozostaje wzglednie staty, gdy obserwacji dokonuje sie w ciggu pojedynczego dnia.
Do weryfikacji hipotezy o zerowej warto$ci miedzydniowej sktadowej wariancji stuzy test /-Snedecora.
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H.5.2.3 Rozktad  F-Snedecora jest rozkladem  gestosci  prawdopodobiefnstwa  stosunku
F(va,vb):sf(va)/sg(vb) dwu niezaleznych estymat Sf(va) i Sg(vb) wariancji o zmiennej losowej
o rozktadzie normalnym [15]. Parametry v, i v, sg odpowiednio liczbami stopni swobody tych estymat,
a 0<F(v,, v,) <. Warto$ci I sg stabelaryzowane dla réznych wartosci v,i v, i réznych kwantyli
rozktadu . Warto$¢ F(v,, vy) > Fg5lub F(v,, V) > F o75 (Warto$¢ krytyczna) jest zwykle interpretowana jako
wskazujgca, ze Sf (v,) jest wigksze niz Sﬁ (V) w sposob znaczacy statystycznie i, ze prawdopodobienstwo

wartosci F' tak duzej jest zaobserwowana, jezeli dwie estymaty byly estymatami tej samej wariancji, jest
mniejsze odpowiednio niz 0,05 Ilub 0,025. (Mozna wybra¢ takze inne wartosci krytyczne,

np. Fo,gg)-

Tab. H.9 — Dane z wzorcowania wzorca napiecia otrzymane w ciggu J = 10 dni, kazda $rednia dzienna
I7j i odchylenie standardowe eksperymentalne S(ij) jest oparte na K = 5 niezaleznych
powtdérzonych obserwacjach

Dzien, j
Wielkosé
1 2 3 4 5
V. lv 10,000 172 10,000 116 10,000 013 10,000 144 10,000 106
J
s(Vi)/uv 60 77 111 101 67
Dzien, j
Wielkosé
6 7 8 9 10
v 10,000 031 10,000 060 10,000 125 10,000 163 10,000 041
s(Vi)/ uv 93 80 73 88 86
V =10,000 097 V s(V;) =57 uv
2 _ 27\ _ 2 2 2 2 2
sy =Ks™(V;)=5(57 V)" =(128 uV) sp =5 (Vi) = (85 V)

H.5.2.4 Stosujac test '-Snedecora do niniejszego przykfadu liczbowego mamy

F 52 KS(V)  5(57uv)?
(am)=5== - @85uv):
Sy s°(Vy)  (85uV)

2,25 (H.27)

zv, =J—1=9 stopniami swobody licznika i v, = J (K — 1) = 40 stopniami swobody mianownika. Poniewaz
Fy95(9,40) = 2,12 i F475(9,40) =2,45 mozna wnioskowa¢, ze na poziomie istotnosci 5 % wystepuje

statystycznie znaczacy wptyw czynnika miedzydniowego, natomiast nie wystepuje przy poziomie istotnosci
2,5 %.

H.5.2.5 Jezeli odrzuca sie istnienie czynnika miedzydniowego, poniewaz rdznica miedzy Sa2 i Sﬁ jest
oceniana jako statystycznie nieistotna (jest to decyzja nierozwazna, poniewaz moze prowadzi¢ do

. . . .. . . 217 . . T . . . . .
niedoszacowania niepewnosci), to oszacowang wariancje s~ (V') s$redniej V' nalezy oblicza¢ z réwnania

(H.24b). Jest to rbwnowazne potgczeniu estymat Sf [ S]f (to znaczy biorgc srednig wazong Si i S]f ,

z wagami rownymi odpowiednio liczbom stopni swobody v, i v, — patrz uwaga do H.3.6) co daje najlepsza
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estymate obserwacji i podzieleniu tej estymaty przez liczbe obserwacji JK, co daje najlepszg estymate s (17)
wariancji $redniej obserwacji. Postepujgc zgodnie z tg procedurg otrzymuje sie

(J=Ds;+J(K-1)sg 9128 uV)* +40 (85 uV)?

s2(17) _ a _ (H.28a)
JK(JK —1) (10) (5) (49)
sV =13pV)? b s(V) =13 uV (H.28b)

przy czym s(V) ma JK —1 = 49 stopni swobody.

Zaktadajgc, ze wszystkie poprawki ze wzgledu na oddziatywania systematyczne zostaty wprowadzone i ze
wszystkie inne skitadowe niepewnosci sg zaniedbywalne, wynik wzorcowania podajemy jako

Vg = V'=10,000 097 V (patrz tabela H.9) ze standardowg niepewnoscig ztozong S(I_/) =u, =13 uVizu,
majgcym 49 stopni swobody.

UWAGA 1 W praktyce mozliwe jest takze wystepowanie dodatkowych znaczgcych sktadowych niepewnosci, kiére muszg
by¢ potgczone ze sktadowg niepewnosci otrzymang z obserwacji metodami statystycznymi.

UWAGA 2 Mozna wykazaé, ze réwnanie (H.28a) dla 52(Y_/)jest réwnowazne réwnaniu (H.24b). Wystarcza zapisaé
podwdjng sume z rownania (H.24b), oznaczong tu przez S, w postaci
2
s-% Z[ ~V)+ (V=) =(/-D g + JK-Ds

J=lk=1
H.5.2.6 Jezeli przyjmuje sie istnienie wplywu miedzydniowego (decyzja rozwazna, poniewaz pozwala
unikng¢ mozliwego niedoszacowania niepewnosci) i zatozy sie jego losowy charakter, to wariancja s? (V])
obliczona z J = 10 dziennych $rednich zgodnie z roéwnaniem (H.25d) bedzie estymatg nie va /K, jak

postulowano w H.5.2.2, ale G\i/K-I-Gé, gdzie O'é jest miedzydniowg losowg sktadowg wariancji. Stad
wniosek, ze

S*(V)=s3 /K +sp (H.29)

gdzie va estymuje O'fv ,a Sé estymuje Gé. Poniewaz s? (I7j) wyliczone z réwnania (H.26b) zalezy jedynie

od jednodniowej zmiennosci obserwacji, to mozna przyjgé, ze _s( k) Zatem iloraz

Ks*(V; )/sz(ij) uzyty w teécie F-Snedecora w H.5.2.4 przyjmuje postaé

Ks (V) swtKsy _5(57uV)’ _
ST S @5uv)*

co prowadzi do

(H.30)

K () -5 (V)
K (H.31a)

sg =(43uV)” lub sz =43V

2
Sp =

e =5 (V) =85uV)’ ub s, =85V (H.31b)
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Oszacowang wariancje V otrzymuie sie z s~ (17/) , rownanie (H.25d), poniewaz s> (17/) w spos6b wlasciwy

odzwierciedla istnienie jednodniowej i miedzydniowej skfadowej losowej wariancji [patrz réwnanie (H.29)].
Zatem

SS(7)=5 (V) [T =(5TuV)* /10 b s*(7) =18 uV (H.32)

gdzie 47) ma J— 1 = 9 stopni swobody.

Liczba stopni swobody szv (i tak samo s,,) jest rowna J(K — 1) = 40 [patrz réwnanie (H.26b)]. Liczba stopni
swobody Sé (i tak samo sp) jest réwna liczbie wypadkowych stopni swobody réznicy

Sé = s2(17j) —SZ(V]-k )/K [réwnanie (H.31a)], ale jej oszacowanie jest problematyczne.

H.5.2.7 Najlepsza estymatg napiecia wzorca jest wiec Ve =¥ =10,000097 V z niepewnoscia
S(I7) =u, = 18 uV dang przez réwnanie (H.32). Powyzszg warto$¢ u, z jej 9 stopniami swobody nalezy

poréwnac z wartoscig u, = 13 uV z jej 49 stopniami swobody, to jest z wynikiem otrzymanym w punkcie
H.5.2.5 [réwnanie (H.28b)] przy odrzuceniu istnienia wptywu czynnika miedzydniowego.

W faktycznie wykonywanych pomiarach, widoczny wptyw miedzydniowy powinien by¢ dodatkowo, o ile to
mozliwe, zbadany, w celu okreslenia jego przyczyn i stwierdzenia, czy wystepuje oddziatywanie
systematyczne, ktdre uniemozliwitoby stosowanie metody analizy wariancji. Jak wskazano na poczatku
przyktadu, technika ANOVA zostata opracowana dla identyfikacji i wyznaczania skladowych niepewnosci
powstajgcych w wyniku oddziatywan losowych. Nie mogg one dostarczy¢ informacji o sktadowych
powstajgcych w wyniku oddziatywan systematycznych.

H.5.3 Rola analizy wariancji w pomiarach

H.5.3.1 Przyktad dotyczgcy wzorca napiecia ilustruje schemat jednostopniowy i zréwnowazony analizy
wariancji. Jest to schemat jednostopniowy, poniewaz przyjmuje jeden stopien ,grupowania” obserwaciji,
wedtug jednego czynnika zmieniajgcego sie w trakcie pomiaréw, a mianowicie dnia, w ktérym obserwacja
zostata dokonana. Jest to schemat zréwnowazony, poniewaz codziennie dokonywana jest taka sama liczba
obserwacji. Analiza przedstawiona w niniejszym przyktadzie moze by¢ stosowana do okreslenia, czy w danym
pomiarze wystepuje ,wpltyw zwigzany z osobg eksperymentatora”, ,wptyw zwigzany z przyrzgdem
pomiarowym”, ,wptyw zwigzany z laboratorium”, ,wptyw zwigzany z probkg pomiarowg” lub nawet ,wptyw
zwigzany z metodg pomiaru”. Tak wiec w niniejszym przyktadzie mozna wyobrazi¢ sobie zastgpienie
obserwacji wykonywanych w ciggu J réznych dni przez obserwacje wykonywane tego samego dnia, ale przez

J réznych eksperymentatorow. Sktadowa miedzydniowa wariancji stanie sie wtedy sktadowg wariancji
zwigzang z roznymi eksperymentatorami.

H.5.3.2 Jak wspomniano w H.5 analiza wariancji jest powszechnie stosowana przy certyfikacji materiatow
odniesienia poprzez testy miedzylaboratoryjne. Tego typu certyfikacja polega zwykle na wykonaniu w pewnej
liczbie niezaleznych i jednakowo kompetentnych laboratoriow pomiaréw witasciwosci probek materiatu,
wzgledem ktdérej materiat jest certyfikowany. Zaktada sie przy tym, ze réznice pomiedzy poszczegdlnymi
wynikami, zaréwno wewnatrz laboratorium, jak i miedzy laboratoriami, majg charakter statystyczny niezaleznie
od ich przyczyn. Kazdg srednig z pomiaréw wykonanych w danym laboratorium uwaza sie za nieobcigzong
estymate tej wlasciwosci materialu, a za najlepsze oszacowanie tej wlasciwosci przyjmuje sie zwykle
niewazong srednig arytmetyczng $rednich otrzymanych w poszczegdinych laboratoriach.

W procesie certyfikacji materiatu odniesienia uczestniczy I réznych laboratoriow, z ktérych kazde dokonuje
pomiaréw interesujgcej wtasciwosci w J roznych prébkach materiatu, przy czym kazdy pomiar sktada sie z K
niezaleznych obserwacji. Catkowita liczba obserwaciji wynosi IJK, a catkowita liczba prébek wynosi 1J. Jest to
przykfad analizy wariancji wedtug schematu zrownowazonego i dwustopniowego podobnego do schematu
jednostopniowego z wyzej podanego przykfadu dotyczgcego wzorca napiecia. Istniejg tu dwa poziomy
grupowania obserwacji wedtug dwdch réznych czynnikéw, probki i laboratorium, zmieniajgcych sie w trakcie
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pomiaru. Schemat jest zrownowazony, poniewaz kazda probka jest poddawana obserwacji takg samg ilosé
razy (K) w kazdym laboratorium, a kazde laboratorium wykonuje pomiary na takiej samej liczbie prébek (J).
Podobnie jak w cytowanym przyktadzie, w przypadku materiatu odniesienia, celem analizy danych jest
zbadanie mozliwosci istnienia wptywu czynnika miedzyprébkowego i czynnika miedzylaboratoryjnego oraz
okreslenie wilasciwej niepewnosci, ktérg nalezy przypisaé najlepszej estymacie wartosci certyfikowanej
wtasciwosci. Zgodnie z poprzednimi stwierdzeniami za najlepszg estymate przyjmuje sie $rednig srednich
otrzymanych w [ laboratoriach, ktdra jest takze $rednig z IJK obserwacji.

H.5.3.3 W 3.4.2 wskazano na znaczenie statystycznej oceny niepewnosci wyniku pomiaru w sytuacjach,
w ktérych zalezy on od zmiennosci wielkosci wejsciowych. Schemat wielostopniowego grupowania danych
oraz analiza wynikéw pomiarow metodami ANOVA mogg by¢ z powodzeniem stosowane w wielu sytuacjach
pomiarowych spotykanych w praktyce.

Tym niemniej, jak to wskazano w 3.4.1, zmienianie wszystkich wielkosci wejsciowych, z powodu
ograniczonego czasu i $rodkéw, jest rzadko kiedy wykonalne. W praktyce, w najlepszym przypadku mozna
okresli¢ metodami analizy wariancji jedynie kilka sktadowych niepewnosci. Jak to juz zauwazono w 4.3.1, wiele
sktadowych niepewnosci musi byé wyznaczanych na drodze oceny naukowej wykorzystujgcej wszelkie
dostepne informacje dotyczace mozliwej zmiennosci wielkosci wejsciowych bedacych przedmiotem
zainteresowania. W wielu przypadkach sktadowa niepewnosci powstajgca w wyniku wptywdw czynnika
miedzyprobkowego, miedzylaboratoryjnego, miedzyprzyrzgdowego lub czynnika zwigzanego ze zmiang
eksperymentatora, nie moze by¢ wyznaczona za pomocg statystycznej analizy serii obserwacji i musi by¢
okreslona na podstawie dostepnych informacii.

H.6 Pomiary w skali odniesienia: twardosé

Twardos¢ jest przyktadem cech obiektéw fizycznych, ktérej nie mozna okreslaé ilosciowo bez powigzania
z metodg pomiaru, twardo$¢ nie ma jednostki niezaleznej od metody. Wielkos¢ "twardos¢" rézni sie od
klasycznych wielkosci mierzalnych tym, ze nie moze wchodzi¢ do réwnan algebraicznych definiujgcych inne
wielkosci mierzalne (choé jest czasem uzywana w rownaniach empirycznych, ktére wigzg twardo$¢ z innymi
wiasciwosciami okreslonej kategorii materiatow). Warto$¢ twardosci okresla sie za pomoca konwencjonalnego
pomiaru liniowego wymiaru odcisku w bloku danego materiatu, czyli w prébce. Pomiar wykonuje sie zgodnie
z ustalong normg, zawierajgcg opis "wgtebnika", opis budowy przyrzadu, w ktorej wgtebnik jest stosowany
oraz sposoéb obstugi tego przyrzadu. Istnieje wiele norm i skal twardosci.

Twardo$¢ uwaza sie za funkcje (zalezng od skali) mierzonego wymiaru liniowego. W podanym przyktadzie
jest to funkcja liniowa sredniej arytmetycznej gtebokosci pieciu kolejnych odciskéw, ale przy zastosowaniu
innej skali funkcja ta bedzie nieliniowa.

Realizacje przyrzadu wzorcowego sg utrzymywane jako wzorce krajowe (nie istnieje realizacja wzorca
miedzynarodowego). Poréwnanie miedzy okreslonym twardosciomierzem a panstwowym przyrzgdem
wzorcowym przeprowadza sie przy uzyciu przeno$nego wzorca twardosci.

H.6.1 Problem pomiarowy

Przedmiotem rozwazan naszego przyktadu jest pomiar twardosci probki materiatu wedtug skali "Rockwella C"
twardosciomierzem wywzorcowanym za pomocg panstwowego przyrzagdu wzorcowego do pomiaru twardosci.
Jednostka skali twardosci Rockwella C jest rowna 0,002 mm, twardo$¢ w skali Rockwella okresla sie jako
100 x (0,002 mm) minus S$redni trwaty przyrost gtebokosci pieciu odciskéw wyrazony w mm. Wartos¢ tej
wielkosci dzielona przez jednostke skali Rockwella (0,002 mm) nazywa sie "wskaznikiem twardosci HRC".

W niniejszym przyktadzie wielkos$¢ ta jest nazywana po prostu "twardoscig" i oznaczana symbolem /g weil c-
Wartosc liczbowa twardosci wyrazona w jednostkach skali Rockwella jest nazywana "wskaznikiem twardos$ci"
i oznaczana symbolem Hy el c-

H.6.2 Model matematyczny

Do sredniego trwatego przyrostu gtebokosci odciskow wykonanych w probce przez twardosciomierz uzyty do
okreslenia twardosci, czyli twardosciomierz wzorcowany, nalezy dodac¢ poprawki pozwalajgce na okreslenie
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Sredniego trwatego przyrostu gtebokosci odciskow jakie na tej samej prébce wykonatby panstwowy
twardosciomierz wzorcowy. Zatem

MRockwell ¢ = f(gaAc’Ab’AS) =100(0,002 mm)—g—Ac— A4, = Aq (H.33a)

HRockweIIC = hRockwellC/(O’ 002 mm) (H.33b)

gdzie

d Jest srednig gtebokoscig pigciu odciskow wykonanych w prébce przez twardosciomierz
wzorcowany,

/A jest poprawka otrzymang z poréwnania twardoSciomierza wzorcowanego z panstwowym
twardosciomierzem wzorcowym przeprowadzonego przy uzyciu przenosnego wzorca twardosci,

réwng Sredniemu przyrostowi gtebokosci 5m odciskdw wykonanych w tej probce przez

twardosciomierz wzorcowy minus $redni przyrost gtebokos¢ 5n odciskdw wykonanych w tej samej
prébce przez twardosciomierz wzorcowany,

4, jest roznicg twardosci (wyrazong jako réznica sredniego przyrostu gtebokosci odciskéw) dwu czesci
wzorca twardosci, na ktérych wykonano kolejne odciski przez dwa twardosciomierze, przyjmuje sie
ja jako réwng zeru,

Ag jest btedem spowodowanym brakiem powtarzalnosci panstwowego twardosciomierza wzorcowego
i niekompletng definicjg twardosci. Chociaz trzeba zatozy¢, ze Aq jest réwne zeru, to jednak istnieje

zwigzana z nim niepewnos¢ standardowa u(4y).

Poniewaz pochodne czgstkowe 8f/667, af/GAC , af/édb i 0f /0Ag funkcji f zréwnania (H.33) sg réwne

-1, to niepewnos¢ standardowa ztozona U (h) twardosci probki zmierzonej twardosciomierzem
wzorcowanym jest dana wzorem

ul(h) =u’(d)+u*(A,)+u’(A,) +u’(Ag) (H.34)
gdzie dla uproszczenia zapisu 7 = hg el -
H.6.3 Wariancje skladowe
H.6.3.1 Niepewnos$é¢ sredniego przyrostu gtebokosci odcisku d w prébce, u( c_l')

Niepewno$¢ powtarzanych obserwacji. Doktadne powtdrzenie obserwacji nie jest mozliwe, poniewaz nowy
odcisk nie moze by¢ wykonany w miejscu poprzedniego. Poniewaz kazdy odcisk musi zosta¢ wykonany
w innym miejscu, to kazda zmiana wynikéw zawiera w sobie wptyw zmiany twardosci w zaleznoéci od zmiany

miejsca. Przyjmuje sie, ze u(c_i ), to jest niepewno$¢ standardowa sredniego przyrostu gtebokosci pieciu
odciskdw w probce wykonanych przez twardosciomierz wzorcowany, wyraza sie jako Sp (dk )/\/g gdzie

Sp (d ) jest potaczonym odchyleniem standardowym eksperymentalnym dla gtebokosci odciskow okreslonych

za pomocg ,powtdrzonych” pomiarbw na prébce $cisle jednorodnej pod wzgledem twardosci
(por. 4.2.4).

Niepewno$c wskazania. Chociaz poprawka dla d zwigzana ze wskazaniem twardosciomierza wzorcowanego
jest réwna zeru, to istnieje niepewno$¢ d spowodowana niepewnoscig wskazania gtebokosci wynikajgcg z
rozdzielczosci & wskazania dana wzorem u2(5) = 52/12 (por. F.2.2.1). Oszacowana wariancja d jest wiec
réwna
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u*(d)=s>(d,)/5+5%/12 (H.35)

H.6.3.2 Niepewnos$¢ poprawki na réznice miedzy dwoma twardosciomierzami, u(4)

Jak wskazano w H.6.2 4_ jest poprawkg na réznice miedzy panstwowym twardo$ciomierzem wzorcowym
i twardosSciomierzem wzorcowanym. Poprawka ta moze by¢ wyrazona jako A = zé —Zz', gdzie

!

Zs:(zinilfs,i) /m jest srednim przyrostem gtebokosci 5m odciskow wykonanych panstwowym

twardosciomierzem wzorcowym w probce twardosci, a z' = (Z;Z ) / n jest Srednim przyrostem gtebokosci

5n odciskéw wykonanych w tej samej prébce twardosciomierzem wzorcowanym. Tak wiec zaktadajac, ze przy
poréwnaniu niepewnos¢ zwigzana z rozdzielczoscig odczytu kazdego twardosciomierza jest zaniedbywalna,
otrzymujemy oszacowang wariancjg 4.

2 = 2 =
W2(4) = Sav(Zs) |, 5 (Z) (H.36)
m n

gdzie

st(ES):[Zzlsz(Es,i)J/m jest srednig wariancji eksperymentalnych Srednich kazdej z m serii

odciskow zg ;, wykonanych przez twardosciomierz wzorcowy,

sfv (z)= [Z; sz(Z)J/n jest srednig wariancji eksperymentalnych srednich kazdej z i serii odciskéw

z;, wykonanych przez twardosciomierz wzorcowany.

UWAGA Wariancje 55\,(}5) i sgv(}) sg potgczonymi estymatami wariancji — patrz dyskusja rownania (H.26b) w H.5.2.2.

H.6.3.3 Niepewnos$¢ poprawki wynikajacej ze zmian twardosci przenosnego wzorca twardosci, u(4,)

Zalecenia miedzynarodowe R 12 OIML, Sprawdzanie i kalibracja wzorcow twardosci skali Rockwella C
wymagajg, aby maksymalny i minimalny trwaty przyrost gtebokosci odciskow otrzymanych z pieciu pomiaréw
na przenosnym wzorcu twardo$ci nie roznity sie wiecej niz o czes¢ x Sredniego trwatego przyrostu gtebokosci
odcisku, gdzie x jest funkcjg stopnia twardosci. Niech maksymalna réznica trwatych przyrostéw gtebokosci

odciskow na catym wzorcu bedzie rowna x z', gdzie z’ jest takie, jak okreslono w H.6.3.2 przy n = 5. Niech
takze maksymalna réznica bedzie opisana tréjkatnym rozktadem prawdopodobienstwa wokot Sredniej wartosci

X Z'/2 (przy prawdopodobnym zatozeniu, ze wartosci bliskie wartosci centralnej sg bardziej prawdopodobne

niz wartoéci oddalone — patrz 4.3.9). Nastepnie, jezeli w rownaniu (9b) w 4.3.9 a = XZ’/Z , to oszacowana
wariancja poprawki dla sredniego przyrostu gtebokosci odcisku ze wzgledu na réznice twardosci prébki przy
wykonywaniu pomiaru twardosciomierzem wzorcowym i twardo$ciomierzem wzorcowanym jest réwna

u*(A,)=(xz")/24 (H.37)
Zgodnie z H.6.2, zaktada sie, ze najlepszg estymatg poprawki 4, jest zero.
H.6.3.4 Niepewnos¢ panstwowego twardosciomierza wzorcowego i definicji twardosci, u(4)
Niepewnos¢ panstwowego twardosciomierza wzorcowego wraz 2z niepewnoscia spowodowang

niekompletnoscig definicji twardosci przedstawia sie jako oszacowane odchylenie standardowe
u(4g) (wielkos¢ o wymiarze dfugosci).
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H.6.4 Niepewnosé¢ standardowa ztozona, u (/)

tgczac wyrazenia rozwazane w punktach od H.6.3.1 do H.6.3.4 i podstawiajagc je do réwnania (H.34) otrzymuje
sie oszacowang wariancje mierzonej twardosci

2 2 2=y 2= 2
ul (h) =2k @), 0 (@) 5@ (x2) +u*(Ag) (H.38)
5 12 m n 24

Niepewnoscig standardowg ztozong jest u (/).
H.6.5 Przyktad liczbowy

Dane do niniejszego przyktadu zestawiono w tabeli H.10.

Tab. H.10 — Zestawienie danych do wyznaczania twardosci probki w skali Rockwella C

Zrédto niepewnosci Wartosé

Sredni trwaly przyrost gtebokosci d pieciu odciskow wykonanych twardo$ciomierzem | 36,0 jednostek skali Rockwella
wzorcowanym w prébce: 0,072 mm

Wskaznik twardosci probki okreslony na podstawie pieciu odciskéw: 64,0 HRC

HRyockwell ¢ = PRockwell C / (0,002 mm) =[100(0,002 mm) —0,072 mm]/ (0,002 mm)
(patrz H.6.1)

Potgczone odchylenie standardowe eksperymentalne s,(dj) trwatego przyrostu gtebokosci 0,45 jednostek skali Rockwella
odciskéw wykonanych twardo$ciomierzem wzorcowanym w probce o jednorodnej twardosci

Rozdzielczo$¢ sodczytu twardosciomierza wzorcowanego 0,1 jednostek skali Rockwella

Say (Z ) pierwiastek ze sredniej eksperymentalnych wariancji $rednich m serii odciskow 0,10 jednostek skali Rockwella, m = 6

wykonanych w przeno$snym wzorcu twardosci panstwowym twardosciomierzem wzorcowym

Say (Z) pierwiastek ze $redniej eksperymentalnych wariancji $rednich n serii odciskow 0,11 jednostek skali Rockwella, n = 6
wykonanych w przeno$nym wzorcu twardosci twardo$ciomierzem wzorcowanym

Dopuszczalna wariancja czgstkowa x przyrostu gtebokosci odcisku w przenosnym wzorcu 1,5x 107

twardosci

Niepewno$¢ standardowa u(4) panstwowego twardo$ciomierza wzorcowego i definicji 0,5 jednostek skali Rockwella
twardosci

Uzywana jest skala Rockwella C, oznaczona symbolem HRC. Jednostkg skali Rockwella jest 0,002 mm i stad
w tablicy H.10, a takze dalej w tekscie, rozumie sie, ze (na przykfad) "36,0 jednostek skali Rockwella" znaczy
36,0 x (0,002 mm) = 0,072 mm i jest to po prostu wygodny sposéb wyrazania danych i wynikéw.

Jezeli wartosci odpowiednich wielkosci podane w tabeli H.10 zostang podstawione do réwnania (H.38) to
otrzymuje sie nastepujgce dwa wyrazenia:

0,45 0,1 0,10° 0,11> (0,015x36,0)
+ + + +
5 12 6 6 24

uf (h)= +0,5% | (jednostka skali Rockwella)?

= 0,307 (jednostka skali Rockwella)?
u (h) = 0,55 jednostek skali Rockwella = 0,001 1 mm

gdzie, w celu obliczenia niepewnosci przyjeto jako wiasciwg wartosé z' = d = 36,0 jednostek skali Rockwella.

Zaktadajac, ze 4 = 0 otrzymuije sig twardos¢ prébki
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Npockwel ¢ = 64,0 jednostki skali Rockwella lub 0,128 0 mm z niepewnoscig standardowg ztozona
u, = 0,55 jednostki skali Rockwella lub 0,001 1 mm.

Wskaznik twardosci probki jest rowny A e ¢ /(0,002 mm) = (0,1280 mm)/(0,002 mm), lub

Hy ooiewel ¢ = 64,0 HRC ze niepewnoscig standardowg ztozong u, = 0,55 HRC.
Oprécz sktadowej niepewnosci pochodzgcej od panstwowego twardosciomierza wzorcowego i definicji
twardosci u(AS) = 0,5 jednostki skali Rockwella, znaczgcymi sktadowymi niepewnosci sg skladowa zwigzana

z powtarzalnoscig twardo$ciomierza Sy (dk )/\/g =0,20 jednostki skali Rockwella oraz ze zmienng twardoscig

probki wzorca twardo$ci (xz’)2/24 =0,11 jednostki skali Rockwella. Wypadkowsg liczbe stopni swobody
u, mozna wyznaczy¢ ze wzoru Welcha-Satterthwaite'a w sposob przedstawiony w H.1.6.
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Aneks J*

Wykaz podstawowych symboli

a szeroko$¢ potéwkowa rozktadu prostokatnego mozliwych wartosci wielko$ci wejsciowej X :
a=(a++a)?2
a+ gorna granica lub gérne ograniczenie wielkosci wejsciowe;j X,
a— dolna granica lub dolne ograniczenie wielko$ci wejsciowej X;
b+ gorna granica lub gérne ograniczenie odchylenia wielko$ci wejsciowej X od jej estymaty x;:
b+=a+-x;
b_ dolna granica lub dolne ograniczenie odchylenia wielkosci wejsciowej X; od jej estymaty x;:
b_=x;—a—
¢; pochodna czgstkowa albo wspodtczynnik wrazliwosci:
¢, =0f/0x,
f zwigzek funkcyjny pomigdzy menzurandem Y i wielko$ciami wejsciowymi X, od ktérych
zalezy Y i migdzy estymatg wielko$ci wyjsciowej y a estymatami wielkosci wejsciowych x,,
od ktérych zalezy y
of / ox; pochodna czastkowa wzgledem wielkosci wejsciowej X, funkciji f bedacej zaleznoscig
menzurandu Y od wielko$ci wej$ciowych X;, wyznaczona na podstawie estymat x; dla X;
of [ox,=0f [0 X, XXy Xy
k wspotczynnik rozszerzenia stosowany do obliczania niepewnosci rozszerzonej U = k u ()
estymaty wielko$ci wyjsciowej y otrzymanej z jej niepewnosci standardowej ztoZzonej u (),
gdzie U wyznacza przedziat ¥ = y + U o odpowiednio wysokim poziomie ufnosci
kp wspotczynnik rozszerzenia stosowany do obliczania niepewnosci rozszerzonej U, =kp u,(y)
estymaty wielko$ci wyjsciowej y otrzymanej z jej niepewnosci standardowej ztozonej u (),
gdzie Up wyznacza przedziat Y =y + Up o odpowiednio wysokim poziomie ufnosci p
n liczba powtérzonych obserwac;ji
N liczba wielko$ci wejsciowych X, od ktérych zalezy wielkos¢ wejsciowa Y’
p prawdopodobienstwo, poziom ufnosci:
0<p<li
q losowo zmienna wielkos¢ opisana rozktadem prawdopodobienstwa
q $rednia arytmetyczna n niezaleznych powtérzonych obserwacji ¢, losowo zmiennej
wielkosci g
estymata wartosci oczekiwanej H, rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej g
q k-ta obserwacja losowo zmiennej wielkosci g
”(xi " xj) oszacowany wspotczynnik korelacji zwigzany z estymatami x; i X; wielkosci wejsciowych
X;iX;:
F(,x;) = u(x,x,) [ uGe)u(x)) |
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r()?ia)?j)

oszacowany wspotczynnik korelacji sSrednich arytmetycznych X ;o X j okreslonych z n

niezaleznych par powtarzanych jednoczesnych obserwacji Xl., il Xj + wielkosci wejsciowych
X;iX;:
r(X,X;)= S(Xi:Xj)/S(Xi)S(Xj)

r(yl.,yl.) oszacowany wspotczynnik korelacji zwigzany z estymatami y, iyj, kiedy dwa lub wiecej
‘ menzurandow lub wielkosci wyj$ciowych jest okreslanych w tym samym pomiarze
§2 potgczona estymata warianc;ji
p
Sp potgczone odchylenie standardowe eksperymentalne rowne dodatniemu pierwiastkowi z S§
S2(q) wariancja eksperymentalna $redniej g
estymata wariancji 0'2/71 $redniej g :
2,— 2
S (@) =5"(g)/n
0szacowana wariancja wyznaczona metodg typu A
5(q) odchylenie standardowe eksperymentalne $redniej g, réwne dodatniemu pierwiastkowi
kwadratowemu s%(q)
obcigzony estymatr o(g) (patrz C.2.21)
niepewnosc¢ standardowa wyznaczona metoda typu A
Sz(qk) wariancja eksperymentalna otrzymana na podstawie n niezaleznych powtérzonych obserwaciji
g, zmiennej g
estymata wariancji o % rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej g
S(‘]k) odchylenie standardowe eksperymentalne rowne pierwiastkowi kwadratowemu S2 (qk)
obcigzony estymator odchylenia standardowego o rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej g
sz()?l.) wariancja eksperymentalna sredniej arytmetycznej )?l. wielkosci wejsciowej okreslona na
podstawie n powtérzonych obserwaciji X; , wartosci wielkosci X;
0szacowana wariancja wyznaczona metodg typu A
S(Xl-) odchylenie standardowe eksperymentalne wielkos$ci wejsciowej $redniej X, , réwne
dodatniemu pierwiastkowi kwadratowemu 52 (X ;)
niepewnos¢ standardowa wyznaczona metodg typu A
s(q,1) estymata kowariancji $rednich g i 1, estymat warto$ci oczekiwanych My i 1. dwéch
zmiennych losowych ¢q i 7, okreslonych na podstawie »n par powtdrzonych rownoczesnych
obserwacji q, i 7, zmiennych g i r
oszacowana kowariancja wyznaczona metodg typu A
S(Xi,Xj) estymata kowariancji $rednich X i )?j , wielkosci wejsciowych okreslone na podstawie n par
powtérzonych rownoczesnych obserwacji X; ;i X; , wartosci wielkosci X; i X;
oszacowana kowariancja wyznaczona metodg typu A
tp(v) wspotczynnik ¢ rozktadu #-Studenta o v stopniach swobody, odpowiadajacy danemu
prawdopodobienstwu p
tp(veff) wspotczynnik 7 rozktadu #-Studenta o v stopniach swobody opowiadajgcy
prawdopodobienstwu p, uzyty do obliczenia niepewnosci rozszerzonej Up
uz(xi) oszacowana wariancja zwigzana z estymata x; wielkosci wejéciowej X,

UWAGA Gdy x; jest okreslone jako $rednia arytmetyczna n powtérzonych obserwaciji,

e (x;) = SZ(X’,-) jest oszacowang wariancjg wyznaczong metodg typu A
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u(x,) niepewno$¢ standardowa estymaty x; wielko$ci wejsciowej X, rowna dodatniemu
pierwiastkowi kwadratowemu uz(xi)
UWAGA Gdy x; jest okreslone jako $rednia arytmetyczna n powtérzonych obserwaciji, u(x;) = 5(X’I~)
jest odchyleniem standardowym wyznaczonym metodg typu A
u(x;, xj) oszacowana kowariancja dwoch estymat Xx; i X; wielko$ci wejsciowych X, in
UWAGA Gdy x;ji xj sg okreslone z n par powtérzonych réwnoczesnych obserwacji,
u( x;, Xj) = s(X’I-, X’j) jest oszacowang kowariancjg wyznaczong metodg typu A
u2( y) wariancja ztozona zwigzana z estymatg y wielkosci wyjsciowej
C
u,(y) niepewnos¢ standardowa ztozona estymaty y wielko$ci wyjsciowej, réwna dodatniemu
pierwiastkowi z uf (»)
uA(») niepewnos¢ standardowa ztozona estymaty y wielkosci wyjSciowej otrzymana z niepewnosci
standardowych i oszacowanych kowariancji wyznaczonych tylko metodg typu A
ug(y) niepewnos¢ standardowa ztozona estymaty y wielkoSci wyjsciowej otrzymana z niepewnoSci
standardowych i oszacowanych kowariancji wyznaczonych tylko metodg typu B
u, (v, niepewnos¢ standardowa ztozona estymaty y; wielkosci wyjsciowej, gdy dwa lub wigcej
menzurandow lub wielkosci wyj$ciowych jest okreslonych w tym samym pomiarze
ulz ( y) skladowa wariancji ztozonej uc2 (v) zwigzana z estymatg wielkosci wyjsciowej y spowodowana
przez oszacowang wariancje uz(xi) zwigzang z estymatg wielkosci wejsciowej x;:
2 _ 2
u; (y) =[cu(x,)]
u(y) sktadowa niepewnosci standardowej ztozonej u () estymaty wielkosci wyjsciowej y
spowodowana przez niepewnosc standardowg estymaty wielkosci wejsciowe;j x;:
ui(y) = | ci | u(x;)
u(y;, yj) oszacowana kowariancja zwigzana z estymatami y; i Vi wyznaczanymi w tym samym
pomiarze
u(xl.)/\ X; | | wzgledna niepewno$¢ standardowa estymaty x;
u.(y) / | ¥ | | wzgledna niepewnos¢ standardowa ztozona estymaty y
[u(x,)/ xl.]z oszacowana wzgledna wariancja zwigzana z estymatg Xx;
[u.(»)/ y]2 wzgledna wariancja ztozona zwigzana z estymatg y
u(xl-, X ].) oszacowana wzgledna kowariancja estymat wielkosci wejsciowych Xx; i X;
| X,
U niepewnos$¢ rozszerzona estymaty wielko$ci wyjsciowej y wyznaczajgca przedziat Y =y + U
o okreslonym wysokim poziomie ufnosci, rowny iloczynowi wspotczynnika rozszerzenia k
i niepewnosci standardowej ztoZzonej u(1):
U=ku/(y)
Up niepewnos$é rozszerzona estymaty wielkosci wyjsciowej y wyznaczajgca przedziat ¥ =y + Up
o okreslonym wysokim poziomie ufnosci p, réwny iloczynowi wspétczynnika rozszerzenia kp
i niepewnosci standardowej ztoZzonej u (y):
U, =k, u(y)
X; estymata wielko$ci wejsciowej X;
UWAGA Jezeli x; jest okreslone jako srednia arytmetyczna n niezaleznych powtérzonych obserwaciji
to x = X;
X, i-ta wielko$¢ wejsciowa, od ktorej zalezy menzurand Y
UWAGA X, moze by¢ wielkoscig fizyczng lub zmienng losowg (patrz 4.1.1 uwaga 1)
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)?i estymata wartosci wielkosci X; réwna $redniej arytmetycznej n niezaleznych powtdérzonych
obserwacji X ; wielkosci X;

Xk k-ta niezalezna powtdérzona obserwacja X;

y estymata menzurandu Y
wynik pomiaru
estymata wielkosci wyjsciowej

Y estymata menzurandu Y;, gdy dwa lub wigcej menzurandéw jest okreslanych przez tg samag
procedure pomiarowg

Y menzurand

Au(x;) oszacowana wzgledna niepewnos¢ niepewnosci standardowej u(x;) estymaty x; wielko$ci

u(x,) wejsciowej

1

4, wartos¢ oczekiwana lub Srednia rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej g

v stopnie swobody (ogdinie)

V; stopnie swobody lub wypadkowa liczba stopni swobody niepewnosci standardowej u(x;)
estymaty wielkosci wejsciowej x;

Vesr wypadkowa liczba stopni swobody u () uzywana do wyznaczania t, (Vegr) przy obliczaniu
niepewnosci rozszerzonej U,

Vetta wypadkowa liczba stopni swobody niepewnosci standardowej ztozonej okreslone;j
z niepewnosci standardowych wyznaczonych tylko metodg typu A

Vein wypadkowa liczba stopni swobody ztozonej niepewnosci standardowej okreslonej
z niepewnosci standardowych wyznaczonych tylko metodg typu B

ol wariancja rozktadu prawdopodobienstwa wielkosci zmiennej losowo (na przykfad) g,
oszacowana przez s° (q;)

o odchylenie standardowe rozktadu prawdopodobieristwa rowne dodatniemu pierwiastkowi
kwadratowemu o>
S(qk) jest estymatorem obcigzonym o

o’ (q) wariancja g réwna Gz/n, oszacowana przez s2(7) = s* (g, )/n

o(q) odchylenie standardowe g réwne dodatniemu pierwiastkowi kwadratowemu o (q)
s(q) jest estymatorem obcigzonym o (q)

ol [S(q_)] wariancja odchylenia standardowego eksperymentalnego s(g)zmiennej ¢

O'[S(q_)] odchylenie standardowe odchylenia standardowego eksperymentalnego s(g) zmiennej ¢ ,

réwne dodatniemu pierwiastkowi kwadratowemu o’ ()

* Przypis do wersji 2008:

Po pierwszej publikacji Przewodnika przyjeto zasade redakcyjna, ktéra zakazywata stosowania aneksu I.
Dlatego po aneksie H nastepuje aneks J.
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** Przypis do wersji 2008:

Przewodnik 1SO 35:2006 anuluje i zastepuje Przewodnik 1ISO 35:1989. Wiecej informacji mozna znalez¢ w najnowszym
wydaniu.
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analiza btedéw
analiza warianciji

bezpieczne granice

BIPM

btad a niepewnosé

btad najwiekszy dopuszczalny
btad pomiaru

btad przypadkowy

btad systematyczny

btad wzgledny

btad, analiza

btad, granice maksymalne

btad, krzywa przyrzadu sprawdzanego
btad, prawo propagacji

catkowita niepewnos¢
centralne twierdzenie graniczne
charakterystyka

CIPM

czastkowe pochodne

czestosc

czestos¢ wzgledna

czestosc, rozkiad

czutosci wspotczynniki

dokfadnos¢ pomiaru
dwustronny przedziat ufnosci
dystrybuanta

estymacja

estymata

estymata wariancji

estymata wielkosci wejsciowej
estymata wielkosci wyjsciowej
estymator

funkcjonalna zaleznos$c¢
funkcjonalna zalezno$¢, linearyzacja
funkcjonalna zaleznos$¢, nieliniowa

granice bezpieczne
granice wartosci wielkosci wejsciowej

Grupa Robocza d/s Okreslania Niepewnosci

Skorowidz
A
0.2
4.28,H.5
B
patrz granice bezpieczne
71.1,A1,A2
3.2.2 uwaga 2, 3.2.3 uwaga, E.5.4
F.2.4.2

0.2,2,2,4,3.2,3.2.1 uwaga, 3.2.2 uwaga, 3.2.3
uwaga, 3.3.1 uwaga, 3.3.2,B.2.19, D, D.4, D.6.1,
D.6.2,E.5.1

3.2.1-3.2.3, B.2.21

3.2.1,3.2.3,B.2.22

B.2.20

patrz analiza btedow

E.4.1

F.2.4.2

5.2.2 uwaga 1, E.3.2

patrz niepewnos¢ catkowita

G.1.6,G.2, G.2.1-G.2.3,G.6.2,G.6.5, G.6.6
C.215

6.1.1,6.1.2, A1, A2, A3

5.1.3

C.2.17

E.3.5

3.3.5,4.1.6,C.2.18, E.3.5

51.3,5.14

3.1.3,3.4.1,B.2.14
C.2.27
c24

C.2.24

3.2.1,C.2.26

patrz wariancja eksperymentalna
patrz wejsciowa wielkosc¢, estymata
patrz wyjsciowa wielkos¢, estymata
4.2.7,C.2.25

41.1,4.1.2

5.1.5,5.1.6 uwaga 1, F.2.4.4 uwaga

4.1.4 uwaga, 5.1.2 uwaga, F.2.2.4 uwaga, G.1.5,
H.1.7,H.2.4

6.3.1 uwaga
43.7-43.9,44.5,44.6,F.2.3.3
0.5,3.33,6.1.1,6.1.2, A1,A2, A3
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histogram

IEC

IFCC

ISO

ISO 3534-1
IUPAC
IUPAP

jednostka, uzycie danej wartosci wzorca miary jako

jednostki
jednostronny przedziat ufnosci

korelacja
korelacja, eliminacja
korelacji wspotczynnik

korelacji wspoétczynnik, cyfry znaczace
kowariancja

kowariancja dwoch srednich arytmetycznych
kowariancja zaleznych mezurandow
kowariancja, wyznaczanie eksperymentalne

4.4.3,D.6.1 uwaga 1

A3,BA1
B.1
A3, B.1
2.1,C.1
B.1
B.1

J

3.4.6, 4.2.8 uwaga
C.2.28

51,52,G.28,F1.2,F1.21-F1.24
524,525,F.1.24,h3.5
5.2.2,5.2.3,C.3.6,F.1.2.3, H.2.3, H.2.4, H.3.2,
H.4.2

7.2.6

3.36,522,C34,F1.21-F1.24
523,C34,H22, H24, H4.2

patrz skorelowane wielkosci wyjsciowe i ich estymaty
5.2.5, C.3.6 uwaga 3

krzywa wzorcowania F.242 F.24.5
krzywa wzorcowania, liniowa H.3
L
liczba stopni swobody patrz stopnie swobody
L
tancuch wzorcowania 4.2.8 uwaga
M
macierz kowariancji 3.1.7,5.2.2 uwaga 2, 7.2.5, C.3.5,H.2.3
macierz wspotczynnikéw korelaciji 7.2.5, C.3.6 uwaga 2
maksimum entropii, zasada 4.3.8 uwaga 2
maksymalne granice patrz granice wartosci wielkosci wejsciowej
materiaty odniesienia, certyfikacja H.5, H.5.3.2
menzurand 1.2,3.1.1,3.1.3,B.219,D.1,D.1.1,D.1.2,D.3.4
metoda pomiaru 3.1.1,B.2.7
metoda pomiaru, jednostka zalezna od metody
pomiaru H.6
metoda pomiaru, niepewnosé patrz niepewnos¢ metody pomiaru
metoda typu A wyznaczania kowariancji 5.2.3
metoda typu A wyznaczania niepewnosci 2.3.2,3.3.3-3.3.5,4.1.6,4.2,
421-428,4.32,4.4.1-44.3,
E.3.7,F1,F1.1.1-F.1.24
metoda typu B wyznaczania kowariancji 525
metoda typu B wyznaczania niepewnosci 2.3.2,3.3.3-3.3.5,4.1.6,4.3,4.3.1-4.3.11,4.4 4-
4486,E.3.7,F.2
metoda typu B wyznaczania niepewnosci, potrzeba F.2.1
metrologia prawna 3.4.5
Miedzynarodowa Organizacja Metrologii Prawnej patrz OIML
Miedzynarodowa Federacja Chemii Kliniczne;j patrz IFFC
Miedzynarodowa Komisja Elektrotechniczna patrz IEC
Miedzynarodowa Organizacja Normalizacyjna patrz 1ISO
Miedzynarodowa Unia Chemii Czystej i Stosowanej patrz IUPAC
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Miedzynarodowa Unia Fizyki Teoretycznej i patrz IUPAP

Stosowanej

Miedzynarodowe Biuro Miar patrz BIPM

Miedzynarodowy Komitet Miar patrz CIPM

Miedzynarodowy stownik podstawowych i ogdlnych patrz VIM

termindéw metrologii

Miedzynarodowy System Jednostek 0.3,34.6

minimum niepewnosci patrz niepewnosci minimum

model matematyczny pomiaru patrz pomiar, model matematyczny

moment centralny rzedu g C.2.13, C.2.22E.3.1 uwaga

N

najmniejszych kwadratéw metoda 4.25,G.3.3,H.3,H3.1,H.3.2

nieliniowa zalezno$¢ funkcjonalna patrz funkcjonalna zalezno$¢, nieliniowa

niepewnos¢ patrz niepewnos¢ pomiaru

niepewnos¢ catkowita 2.3.5uwaga 3

niepewnos¢ odchylenia standardowego

eksperymentalnego Sredniej 4.3.2 uwaga, E4.3

niepewnos¢ metody pomiaru F.2.5 F.2.5.1

niepewnos¢ pojedynczej obserwacji wzorcowanego

przyrzadu F.2.4.1

niepewnosc¢ pojedynczej obserwacji sprawdzanego

przyrzadu F.2.4.2

niepewnos¢ pomiaru 0.1,0.2,1.1,2.2,2.21-2.2.4,3.3,3.3.1, 3.3.2,

B.2.18, D, D.5,

D.5.1-D.5.3,D.6.1,D.6.2

niepewnos¢ poprawki 3.2.3 uwaga, 3.3.1,3.3.3,D.6.1,E.1.1,E.3

niepewnos¢ powodowana histerezg F.222

niepewnosé powodowana niepetng definicjg

menzurandu 3.1.3 uwaga, D.1.1,D.34,D.6.2

niepewnos¢ powodowana ograniczeniami

prébkowania 4.3.2 uwaga, E.4.3

niepewnos¢ powodowana ograniczong

rozdzielczoscig arytmetyki F.2.2.3

niepewnos¢ powodowana rozdzielczoscig wskazania

cyfrowego F.2.21

niepewnos¢ probki F.2.6

niepewnos¢ przy niestosowaniu korekcji 3.4.4,6.3.1 uwaga, F.2.4.5

niepewnosc¢ rozszerzona 3.25,3.3.7,6,6.2.1-6.2.3, G,1,1, G.2.3, G.3.2,

G.4.1,G51-G.54,G.6.4-G.6.6
niepewnos¢ rozszerzona dla rozktadu

niesymetrycznego G.5.3

niepewnosc¢ rozszerzona wzgledna 7.2.3

niepewnosc¢ rozszerzona, podawanie 723,724

niepewnos¢ standardowa 2.3.1,3.35,3.3.6,4.1.5,416,4.2.3,D.6.1,E41

niepewnosc¢ standardowa typu A 3.3.5,4.2,3,C.3.3

niepewnos¢ standardowa typu B 3.3.5,4.3.1,C.3.3

niepewnos¢ standardowa zfozona 2.3.4,3.36,4.15,5,5.1.1-51.3,5.1.6,5.2.2,6.1.1,
D.6.1,E.3.6

niepewnos¢ standardowa ztozona i Komitety

Konsultacyjne 6.1.1, A3

niepewnos¢ standardowa ztozona i poréwnania

miedzynarodowe 6.1.1, A3

niepewnos¢ standardowa ztozona tylko ze

sktadowych typu A 7.21,G.4.1 uwaga 3

niepewnosc¢ standardowa ztozona tylko ze

sktadowych typu B 7.21,G.4.1 uwaga 3

niepewnos¢ standardowa ztozona, obliczanie

wartosci liczbowej 5.1.3 uwaga 2, 5.2.2 uwaga 3,

niepewnosc¢ standardowa ztozona, podawanie 7.21,7.2.2
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niepewnos¢ standardowa ztozona, wzgledna

niepewnos¢ standardowa, metoda wyznaczania typu

A

niepewnos¢ standardowa, metoda wyznaczania typu

B

niepewnos¢ wewnetrzna

niepewnos¢ wielkosci kontrolowanej
niepewnos¢, bezpieczna

niepewnos¢, brak bezposredniego podania
niepewnos¢, grupowanie sktadowych
niepewnos¢, idealna metoda wyznaczania i
wyrazania

niepewnos¢, jakosc i uzytecznosc
niepewnosé, klasyfikacja skladowych
niepewnos¢, maksymalna dopuszczalna
niepewnos¢, minimum

niepewnosé, obliczanie statystyczne na podstawie
zmiennosci wielkosci wejsciowych
niepewnosé, odchylenie standardowe jako miara
niepewnosci

niepewnosc¢, podawanie

niepewnos¢, podwaojne liczenie sktadowych
niepewnos¢, porownanie dwéch interpretacii
niepewnosc¢, prawo propagacii

niepewnos¢, przechodniosc

niepewnosé, skrécony przepis wyznaczania i
wyrazania

niepewnos¢, wyznaczanie, uzasadnienie
realistycznosci

niepewnosé, uniwersalna metoda wyznaczania i
wyrazania

niepewnos¢, wewnetrznie spojna
niepewnos¢, zaniedbywania sktadowych
niepewnos¢, zaokraglanie

niepewnos¢, zrodta

nieskorygowany wynik

niezalezne powtorzenia

niezaleznosc¢

obcigzenie
obserwacje powtarzane

obserwacje rownoczesne, niezalezne pary
odchylenie standardowe
odchylenie standardowe jako miara niepewnosci

odchylenie standardowe $redniej, eksperymentalne

odchylenie standardowe $redniej, eksperymentaine,

niepewnos¢
odchylenie standardowe, eksperymentalne
odchylenie standardowe, propagacja

odchylenie standardowe, propagacja wielokrotnosci

odchylenie standardowe, potgczone
eksperymentalne

oddziatywania przypadkowe
oddziatywania systematyczne

5.1.6,7.2.1
patrz metoda typu A wyznaczania niepewno$ci

patrz metoda typu B wyznaczania niepewno$ci

D.34

F.24.2
E1.1,E1.2,E21,E23,E4.1,F.23.2
7.1.3

3.3.3 uwaga, 3.4.3, E.3.7

0.4

3.4.8

3.3.3,3.34,E3.6, E3.7

F.24.2

D.34
3.41,34.2,428,F.21,H533

E3.2,E4,E41-E44

7

4.3.10

E.5
3.36,34.1,51.2,E3,E3.1,E3.2,E3.6,G.6.6
0.4

8
E2, E2.1-E23

0.4

0.4

3.4.4
7.2.6
3.3.2
B.2.12
F.1.1.2
5.1,C37

3.2.3 uwaga
3.14-3.1.6,3.2.2,3.3.5,4.21,42.3,4.31,4.41,
443,523,E42,E43,F1,F1.1,F.1.1.1,
F.1.1.2,G.3.2

523,C34,F1.22,H22, H24,H4.2
3.3.5,C.212,C.2.21,C.3.3

patrz niepewnos¢, odchylenie standardowe jako
miara niepewnosci

4.2.3,B.2.17 uwaga 2
patrz niepewnos¢ eksperymentalnego odchylenia
standardowego $redniej

422,B.217
E.3,E.3.1,E3.2
E.3.3

patrz wariancja, estymata potgczona

patrz przypadkowe oddziatywania
patrz systematyczne oddziatywania
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odtwarzalnos$¢ wynikow pomiaréow
OIML

parametr

pomiar

pomiar, btgd

pomiar, doktadnosé¢

pomiar, dostepnos¢ informaciji opisujacych wynik i
niepewnos¢

pomiar, formaty podawania wyniku i niepewnosci

pomiar, hierarchia

pomiar, metoda

pomiar, model matematyczny
pomiar, podawanie szczegotowe wyniku i
niepewnosci

pomiar, procedura

pomiar, rola analizy wariancji
pomiar, wynik

pomiar, zakres stosowalnosci zasad podanych w
Przewodniku

pomiar, zasada

pomytka

poprawka

poprawka, niepewnosc¢

poprawka, nieuwzglednianie
populacja

powtarzalnosci warunki
powtarzane obserwacje
powtdrzenia niezalezne
powtarzalnos¢ wynikdw pomiarow
poziom ufnosci

poziom ufnosci minimalny
prawdopodobienstwa element
prawdopodobienstwa funkcja
prawdopodobienstwa rozktad

prawdopodobienstwa rozktady, splatanie
prawdopodobienstwo
prawdopodobienstwo rozszerzenia
prawdopodobienstwo subiektywne
prawdopodobienstwo, funkcja gestosci

precyzja

propagacja btedu, prawo

propagacja niepewnosci, prawo

prébka, niepewnosc¢

prébkowanie, niepewnos$¢ powodowana
ograniczeniami

przedziat ufnosci

przedziaty ufnosci, propagacja
przypadkowe oddziatywania

B.2.16
A3, B.1

c27

3.1,3.1.1,B.25

patrz btad pomiaru

patrz doktadnos$¢ pomiaru

711,713

722,724

7.1.1

patrz metoda pomiaru
3.1.6,34.1,342,41,411,41.2

714,727
311,71.2,B.28,F.1.1.2
H.5.3

patrz wynik pomiaru

1.1

patrz zasada pomiaru

3.4.7

3.2,3.2.3,3.2.4 uwaga 2, B.2.23

patrz niepewnos¢ poprawki

3.2.4 uwaga 2, 3.4.4,6.2.1 uwaga, F.2.4.5
C.2.16

3.1.4,B.2.15 uwaga 1

patrz obserwacje powtarzane

patrz niezalezne powtdrzenia

B.2.15

0.4,223uwaga1,235uwaga1i2, 3.3.7,
43.4,6.2.2,6.2.3,6.3.1-6.3.3, C.2.29, G, G.1.1-
G.1.3,G.23,G.3.2,G.34,G4.1,G.6.1,9.6.4,
G.6.6

F.2.3.2

C.2.5uwaga, F.24.4

C.2.6

3.34,41.1uwaga 1,4.1.6,4.2.3 uwaga 1, 4.4.1-
444,C23,E42,G1.4,G.1.5

4.3.9 uwaga 2, G.1.4-G.1.6,G.2.2,G.6.5
3.3.5,4.3.7-4.3.9,C.2.1,E.3.5,E.3.6, F.2.3.3
0.4,2.3.5uwaga 1,3.3.7,6.2.2,G.1.1,G.1.3, G.3.2
3.3.5,D.6.1

3.3.5,4.3.8 uwaga 2,4.4.2,4.4.5,4.4.6, C.2.5,
F.2.44

B.2.14 uwaga 2

patrz btagd, prawo propagaciji

patrz niepewnosc¢, prawo propagacji

patrz niepewnos¢ probki

patrz niepewnos¢ powodowana ograniczeniami
prébkowania

4.2.3 uwaga 1,6.2.2,C.2.27,C.2.28, E.3.3
E.3.3

3.2.2,3.3.1,3.33,422,E1.1,E3

przypadkowos$¢ F.1.1,F113-F.1.1.5
przypadkowy 3.3.3,E.1.3, E.3.5-E.3.7
przypadkowy btad 3.2.1-3.2.3, B.2.11
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rozktad czestosci
rozktad prawdopodobienstwa

rozktad prawdopodobienstwa a priori

rozktad prawdopodobienstwa F-Snedecora
rozktad prawdopodobienstwa Gaussa

rozktad prawdopodobienstwa niesymetryczny
rozktad prawdopodobienstwa normalny

rozktad prawdopodobienstwa prostokatny

rozktad prawdopodobienstwa t-Studenta

rozktad prawdopodobienstwa trapezowy
rozktad prawdopodobienstwa trojkgtny
rozktady prawdopodobienstwa matematycznie
okreslone

rozktady prawdopodobienstwa, splatanie

schemat zréwnowazony

skorelowane wielkosci wejsciowe i ich estymaty
skorelowane wielko$ci wyjéciowe i ich estymaty
skorelowane zmienne losowe

skorygowany wynik

splot

standardowa niepewnos¢

standardowa niepewnos¢, graficzne przedstawienie
obliczania

standardowa niepewnos$¢, metoda typu A

standardowa niepewno$¢, metoda typu B

standardowa niepewnosé, wzgledna
statystyczna kontrola

statystyczny przedziat rozszerzenia
statystyczny przedziat toleranciji
statystyka

stopien zaufania

stopnie swobody

stopnie swobody niepewno$ci standardowej typu A
stopnie swobody niepewnosci standardowej typu B
stopnie swobody potgczonej estymaty warianc;ji
stopnie swobody wypadkowe

stopnie swobody wypadkowe skfadowych tylko typu
A

stopnie swobody wypadkowe skfadowych tylko typu
B

Studenta rozktad

Studenta rozktad, wartosci krytyczne

systematyczne
systematyczne oddziatywania

systematyczny biad

patrz czestosc, rozktad

3.34,41.1uwaga 1,4.1.6,4.2.3 uwaga 1, 4.4.1-
444,C23,E4.2,G14,G.1.5

4.1.6,4.3.1 uwaga, 4.4.4,D.6.1, E.3.4, E.3.5, G.4.2,
G4.3

H.5.2.3

rozktad prawdopodobienstwa normalny
43.8,F.24.4,G.53

4.2.3 uwaga 1, 4.3.2 uwaga, 4.3.4-4.3.6, 4.3.9
uwaga 1,4.4.2,4.46,C.2.14,E.3.3, F.2.3.3, G.1.3,
G.1.4,G.2.1-G.2.3, G.5.2 uwaga 2
437,439,445 F.221-F.223,

F.2.2.3, G.2.2 uwaga 1

4.3.2uwaga 1,C.3.8,G.3,G.3.2,G.34,G.4.1,
G4.2,G.54,G.6.2

4.3.9

4.3.9,446,F.2.3.3

F.2.2
4.3.9 uwaga 3, G.1.4-G.1.6, G2.2, G.6.5

H.5.3.1, H.5.3.2

patrz korelacja
3.1.7,725,H23,H24,H3.2, H4.2

427

B.2.13,D.3.1,D.34,D.4

patrz rozktady prawdopodobiehstwa, splatanie
patrz niepewnos¢ standardowa

4.4

patrz niepewnos¢, metoda wyznaczania
niepewnosci typu A

patrz niepewnosc¢, metoda wyznaczania
niepewnosci typu B

5.1.6

342,424

C.2.30

C.2.30

42.7,C.2.23

3.3.5, E.3.5, E.4.4, E.5.2 uwaga
426,C.2.31,E4.3,G,G.3,G.3.2,G.3.3,G.6.3,
G.6.4

G.3.3,G.6.3,G.64
G.4.2,G.4.3,G.6.3,G.64

H.3.6

6.3.3,G.4,G4.1,G.54,G.6.2
7.21,G.4.1 uwaga 3

7.21,G.4.1 uwaga 3

patrz rozktad prawdopodobienstwa

t-Studenta
E.3.3,G.3.2,G.34,G4.1,G.54,G.6.2,G.6.4-
G.6.6

3.3.3, E.1.3, E.3.4-E.3.7
3.2.3,3.24,3.3.1,3.3.2,3.3.3,D.6.1, E.1.1, E.3,
E4.4

3.21,3.2.3,B.2.22
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szczegotowa wielko$e

Srednia
Srednia arytmetyczna

Taylora szereg
test F
tolerancji przedziat

umownie prawdziwa wartos¢ wielkosci

VIM

wariancja

wariancja Allana

wariancja eksperymentalna

wariancja eksperymentalna sumaryczna
wariancja eksperymentalna sredniej arytmetycznej

wariancja sredniej arytmetycznej
wariancja typu A

wariancja typu B

wariancja wzgledna

wariancja wzgledna ztozona
wariancja ztozona

wariancja, analiza

wariancja, estymata potgczona

wartosci wielkosci wejsciowych dane z zewnatrz
wartos¢ oczekiwana
wartos¢ prawdziwa wielkosci

wartos¢ przecietna

wartos¢ umownie prawdziwa wielkosci
wartos¢ wielkosci

wejsciowa wielkos¢

wejsciowa wielkosc¢, estymata

wejsciowa wielkos¢, granice wartosci
wejsciowe wielkosci skorelowane

wejsciowe wielkosci, rodzaje

wejsciowe wielko$ci, warto$ci dane z zewnatrz

Welcha-Satterthwaite'a wzor
wielkosci warto$é

wielkos¢é kontrolowana
wielko$¢ mierzalna

wielko$¢ realizowana
wielko$¢ szczegdtowa
wielko$¢ wejsciowa

wielko$¢ wptywajgca
wielko$¢ wyjsciowa
wptywajgca wielkos¢
wptywajgce wielkosci przypadkowe

3.1.1, B.2.1 uwaga

C.2.9,C.3.1
4.1.4 uwaga, 4.2.1,C.2.19

51.2,E.3.1,G.1.5,G4.2,H1.7,H.2.4
H.5.2.2,H524
patrz statystyczny przedziat toleranc;ji

B.2.4

21,223,2.2.4,B.1

3.1.7,422,423,C.2.11,C.2.20. C.3.2
4.2.7 uwaga

4.2.2,H.3.6 uwaga

patrz wariancja, estymata potgczona

423,C3.2

4.23,C.3.2

4.2.3

431

5.1.6

5.1.6

3.3.6,5.1.2

patrz analiza wariancji

4.2.4,4.2.8 uwaga, H.1.3.2, H.3.6 uwaga, H.5.2.2,
H.5.2.5, H.6.3.1, H.6.3.2 uwaga

F.2.3,F.2.3.1

3.2.2,3.2.3,41.1uwaga 3, 4.2.1,
4.3.7-4.3.9,C.29,C.3.1,C.3.2
2.2.4,3.3.1uwaga B.2.3,D, D.3,D.3.1, D.3.4,
E.5.1-E5.4

patrz srednia arytmetyczna

patrz umownie prawdziwa warto$¢ wielkosci
3.1.1,B.2.2

4.1.2

414,416,426

patrz granice wartosci wielkosci wejsciowej
patrz korelacja

4.1.3

patrz wartosci wielkosSci

wejsciowych dane z zewnatrz
G41,G4.2,G6.2,G.64

patrz wartosé wielkosci

F.2.4.3

B.2.1

D.2,D.2.1,D.3.1-D.3.3,D .4

patrz szczegdtowa wielkos¢

patrz wejsciowa wielko$¢

patrz wptywajgca wielkos¢

patrz wyjsciowa wielkosé
3.1.5,3.1.6,3.2.3,4.2.2, .2.10
F.1.1.3,F.1.1.4
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wspotczynnik korekcyjny
wspotczynnik rozszerzenia

wyjsciowa wielko$é, estymata
wyjsciowe wielkosci

wyjsciowe wielkosci skorelowane
wynik nieskorygowany

wynik pomiaru

wynik skorygowany

wyzszego rzedu wyrazy
wzgledny btad

Zalecenia 1 (CI-1981), CIPM
Zalecenia 1 (CI-1986), CIPM
Zalecenia INC-1 (1980)

zasada pomiaru
zmienna losowa
zmienna losowa centrowana
zmienne losowe

3.2.3,B.2.24

2.3.6,3.3.7,4.3.4 uwaga, 6.2.1, 6.3, G.1.3, G.2.3,
G.34,G.6.1

414,415,725

4.1.2

patrz skorelowane wielkosci wyjsciowe i ich estymaty
patrz nieskorygowany wynik

1.3,3.1.2,B.2.11

patrz skorygowany wynik

5.1.2 uwaga, E.3.1, H1.7

B.2.20

0.5,6.1.1,A2, A3

0.5,6.1.1,6.1.2, A3
0.5,0.7,3.3.3,6.1.1,6.1.2,6.3.3, A1, A3, E, E.2.3,
E.3.7

B.2.6

C.22

C.2.10

41.1uwaga 1,4.2.1,4.2.3 uwaga 1, C.2.2, C.3.1,
C.3.2,C.34,C.3.7,C.3.8,E.34,F.1.2.1,G.3.2
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