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1. Wprowadzenie

Metoda obliczania niepewnosci pomiaréw posrednich zgodnie z przewodnikiem
GEUM (Guide to Expression of Uncertainty in Measurement) [1] jest bardzo praco-
chlonna. W pomiarach technicznych, wykonywanych na niezbyt wysokim poziomie
dokladnosci, wystarczajace moga by¢ metody przyblizone szacowania niepewnosci
pomiaréw posrednich, znacznie mniej pracochtonne [2 + 5].

W metodach przyblizonych oddzielnie okresla sie wspotczynnik rozszerzenia dla
niepewnosci typu A i wspétczynnik rozszerzenia dla niepewnosci typu B [2]. Nie-
pewnos¢ rozszerzong typu A dla kazdej zmierzonej bezposrednio wartosci $redniej
wielkosci wejsciowej X ; oblicza si¢ z zaleznosci:

U, (x,)=ku,(x), (1)

w ktorej k, =t jest wspotczynnikiem rozszerzenia, rownym kwantylowi ¢ roz-
4~ Ty (%

kfadu t-Studenta, zaleznym od poziomu ufnosci p i liczby stopni swobody v=n -1

(n - liczba powtarzanych odczytéw wyniku pomiaréw); u(X) = s,(X) jest niepewno-

$cig standardowg typu A wartosci $redniej wielkosci werc1owe] X rownq odchyleniu

standardowemu tej wartosci $redniej.

Niepewnos¢ rozszerzona typu B wyraza si¢ podobna zaleznoscia:

Uy (X)) =kyuy (), (2)
w ktdrej: k, jest wspotezynnikiem rozszerzenia dla niepewnosci typu B, u,(x ) jest
niepewnoscia standardows typu B wartosci $redniej wielkosci wejsciowej x .

Jezeli liczba powtarzanych odczytéw wynikow pomiardéw # jest dostatecznie
duza, to mozna przyja¢, ze rozklad otrzymanych wartosci jest normalny. Wowczas
dla poziomu ufnosci p = 0,95 wspétczynnik rozszerzenia k. = 2. Niepewnosci typu B
wynikaja gléwnie z niedokladnosci przyrzadéw pomiarowych, okreslonych btedami
granicznymi, dla ktérych przyjmuje si¢ rozklady prostokatne (réwnomierne). Dla
rozkladu prostokatnego wspotczynnik rozszerzenia k, = p- V3 idlap = 0,95 wspol-
czynnik ten przyjmuje warto$¢ k, =0,95- V3 =1,65.

W metodach przyblizonych wzor na niepewnos¢ standardowy ztozong wartosci
Sredniej wielkodci wejéciowej X, [1], po uwzglednieniu zaleznosci (1) i (2) przeksztat-
ci si¢ do postaci:

Ul(x,) U,

Bj
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W pomiarach posrednich warto$¢ wielko$ci mierzonej y okredla si¢ z funkcja
y = f(x). Jezeli wartosci wielkodci wejéciowych x; nie sg skorelowane, to niepewnos¢
rozszerzong oblicza sie ze wzoru [1]:

U) =k u(3)=k, [T (%) @

w ktérym k_jest wspdfczynnikiem rozszerzenia, a ¢, = 0y/0x; s3 wspdtczynnikami
wrazliwosci.
Po uwzglednieniu zaleznosci (3) wyrazenie (4) przyjmuje postac:

U(y)=k, in[Uj(fj)+U§(fj)]- (5)

2 2
J= ky ks

W metodach przyblizonych, zgodnie z podstawowym twierdzeniem statystyki
matematycznej CTG', dla funkcji o wielu zmiennych niezaleznych o réznych rozkta-
dach, przyjmuje si¢ wypadkowy rozktad jako zblizony do normalnego®. Dla takiego
rozktadu dla poziomu ufnosci p = 0,95 wspdlczynnik rozszerzenia k, = 2.

Rozwazmy trzy przypadki uproszczonego szacowania niepewnosci rozsze-
rzonej:

1) niepewnodci typu A i typu B majg poréwnywalne wartosci,
2) nie wystepuja rozrzuty wynikéw pomiaréw i niepewnosci typu A s3 pomijalnie

male, a decydujace znaczenia majg niepewnosci typu B,

3) niepewnodci typu B sa pomijalnie male i wystepuja duze rozrzuty wynikéw po-
miaréw, a pomiary sg wielokrotnie powtarzane dla zminimalizowania niepew-

nosci typu A.

2. Niepewnosci typu A i typu B maja porownywalne wartosci

Gdy niepewnosci typu A i typu B maja poréwnywalne wartosci, niepewno$¢ roz-
szerzong mozna obliczy¢ jedng z trzech metod przyblizonych [2]:
1) sumy arytmetycznej,
2) sumy geometrycznej,
3) dominujacego skfadnika.

2.1. Metoda sumy arytmetycznej

W metodzie sumy arytmetycznej niepewnos¢ rozszerzona zlozona U()?j) jest
sumg arytmetyczng niepewnosci rozszerzonych typu A i typu B, czyli:

U(EJ)ZUA(’_CJ)’LUB(’TJ)’ (6)

' Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG): wypadkowa wielu niezaleznych réwnorzednych zmiennych losowych,
niezaleznie od rozkladéw tych zmiennych, ma rozktad zblizony do normalnego [1].
? Poprawnie powinno si¢ przyjac rozklad ¢-Studenta, ktory zblizony jest do rozktadu normalnego.
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gdzie niepewnosci rozszerzone U (x )iU,(x ) sg wyrazone wzorami (1) i (2). Nie-
pewnosci typu B wynikaja na]czqsae] z bh;dow systematycznych granicznych przy-
rzadéw pomiarowych A x, dla ktérych przyjmuje si¢ rozklady prostokatne. Dla takich
rozkladéw niepewnos¢ rozszerzona typu B:

Us(¥))=p A, 7)
i wzor (6) przyjmuje postac:
U(X,)=U,(x,)+pAx. (8)

Arytmetyczne sumowanie si¢ sktadowych niepewnosci typu A i B jest mato praw-
dopodobne i wyniki obliczen niepewnosci rozszerzonej, uzyskiwane ta metoda sa
znacznie zawyzone w poréwnaniu z metoda zalecang przez przewodnik GEUM [1].

2.2. Metoda sumy geometrycznej

Bardziej wiarygodna jest metoda sumy geometrycznej. W metodzie sumy geo-
metrycznej niepewnos¢ rozszerzona zlozona sktada sie z niepewnosci rozszerzonych
typu A i typu B, ktdra oblicza si@ z zaleznosci:

)=U(5,)+ U3 (%)) ©)

gdzie U, (x ) iU (x ) sa wyrazone wzorami (1) i (2).
]ezeh n1epewnosc1 typu B maja rozklad prostokatny, to wzoér (9) przyjmie
postac:

\/U pA X, ) . (10)

Dla poziomu ufnosci p = 0,95 mozna przyja¢ uproszczenie, ze pAX; =0,95A,X, =A X,
i wzor (10) uproéci si¢ do postaci:

_ _ —\2
xj)z\/Uj(xj)+(Ang) : (11)
Wyniki obliczen niepewnosci rozszerzonej uzyskiwane metoda sumy geome-

trycznej sg zblizone do wynikéw uzyskiwanych metoda zalecana przez przewodnik
GEUM. Dlatego dalsze rozwazania dotyczg wylacznie tej metody.

2.2.1. Metoda dominujacego sktadnika

Metoda dominujacego sktadnika jest odmiang metody sumy geometrycznej,
w ktdrej niepewno$¢ rozszerzona oblicza sie ze wzoru (9) lub (10). Wstawiajac do
wyrazenia (9) zaleznosci (1) i (2) otrzymuje sie wzor:

)=kl (5)) +hgu (%) (12)

Rozwazmy dwa przypadkl: gdy niepewnosci typu A sg wigksze od niepewnosci
typu B oraz gdy niepewnosci typu A sa mniejsze od niepewnosci typu B.
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2.2.1.1. Niepewnosci typu A sa wieksze od niepewnosci typu B

Jezeli u,(y) > u,(y), to we wzorze (12) przyjmuje si¢ obydwa wspétczynniki roz-
szerzenia jako k. i uwzgledniajac, ze zrédlem niepewnosci typu B jest blad graniczny
o rozkladzie prostokatnym, wzor (12) przeksztalca sie do postaci:

A,\WA +”B A/\ / (13)

W pomiarach podrednich wynik pomiaru y = f{x.), a jego niepewnos¢ rozszerzo-
ng, zgodnie ze wzorem (5), wyraza zalezno$¢:

00 el v S s). a9

4 N =1 4 ¥ =1

w ktorej niepewnos¢ ztozona rozszerzona U(x ) okreslona jest zaleznoscia (9).

Obliczanie niepewnosci wykonuje sie na]cze;sae) na poziomie ufnoéci p = 0,95,
dla ktérego — zgodnie z twierdzeniem CTG - dla wielu zmiennych x; niezaleznych
wspdtczynnik rozszerzenia we wzorze (14) k, = 2. Jezeli liczba powtarzanych odczy-
tow wynikow pomiardw jest dostatecznie duza, to réwniez wspélczynnik rozszerzenia
k,.= 2. Dla rozkladu prostokatnego U, ( ) 0,95A,X; =A X, iwzdr (14) przyjmuje
praktycznq postac:

m _ _ 2 m _
- Belvirear]-Ser). o
Jj=1 Jj=1
gdzie niepewno$¢ U(X ) okreslona jest wzorem (11).
2.2.1.2. Niepewnosci typu A sa mniejsze od niepewnosci typu B

Gdy u,(y) < u,(y), to we wzorze (12) przyjmuje si¢ obydwa wspdtczynniki roz-
szerzenia ]ako ky ]ezeh zrédtem niepewnosci typu B jest blad graniczny o rozktadzie
prostokatnym, to wspélczynnik k, = p V3 iwzér (12) przeksztalca sie do postaci:

(a5)

U(F)=ky ui(fj)+u§(fj)=p\/§\/ui(fj)+ g3j : (16)

Poniewaz wielko$¢ mierzona y = f(xj), to zgodnie ze wzorem (5) niepewnos¢ roz-
szerzona

e )] (S w), )

gdzie niepewno$¢ U(x ) okreslona jest zaleznoscia (9).

Obliczanie n1epewnosc1 wykonuje si¢ najczesciej na poziomie ufnosci p = 0,95,
dla ktérego wspotezynnik rozszerzenia we wzorze (17) k = 2. Jezeli niepewnosci typu
B majg rozklad prostokatny, to &, = =p3. Przy]mu]qc upraszczajace zalozenia, ze
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0,95v3=431i U, (x,)=0,95A,%, = A,x, wzdr (17) przeksztalca si¢ do praktycznej
uzytecznej postaci:

U(y) =%\/§cj [Uj (fj)+(Ag)_c)2J =1,15 /2(:@2 (%)) (18)

Przyjete w wyprowadzeniu wzoru (18) uproszczenia nie majg istotnego znaczenia
dla obliczen wartosci niepewnosci, a otrzymany wzor (18) jest w praktyce bardzo
przydatnym wzorem, z ktérego tatwo mozna oblicza¢ niepewno$¢ rozszerzong wy-
nikéw pomiaréw posrednich, w ktérych przewazajacymi sg niepewnosci typu B.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze wzor (15) (dla przypadku, gdy niepewnosci typu A sg
wieksze od niepewnosci typu B) rézni si¢ od wzoru (18) (dla przypadku, gdy nie-
pewnosci typu B sa wigksze od niepewnosci typu A) tylko wspétczynnikiem przed
pierwiastkiem. We wzorze (15) wynosi on 1, a we wzorze (18) - 1,15. Jezeli niepew-
nosci typu A majg pordwnywalne wartosci z niepewnos$ciami typu B, to mozna miec¢
watpliwos¢: ktory zastosowaé wzor (15), czy (18)? W takich przypadkach nalezy pa-
mieta¢, ze bezpieczniej jest zawyzy¢ warto$¢ niepewnosci niz jg zanizy¢. Stad wynika
wniosek, ze woéwczas niepewno$¢ powinno si¢ obliczac ze wzoru (18).

3. Niepewnosci typu A sa pomijalnie mate, a decydujace znaczenia
maja niepewnosci typu B

W pomiarach przemystowych czesto wyniki powtarzanych pomiaréw praktycznie
nie réznig si¢ miedzy sobg i woéwczas mozna zaniecha¢ wielokrotnego powtarzania
pomiardéw. Brak istotnych réznic wynikéw pomiaréw $§wiadczy o pomijalnie matej
niepewnosci typu A. Wéwczas do obliczen niepewnosci rozszerzonej mozna przyjaé
tylko niepewnosci typu B.

Bledy systematyczne wskazan przyrzadéw pomiarowych przewaznie nie sg elimi-
nowane przez wprowadzanie poprawek i s3 znane jedynie w postaci bledéw granicz-
nych A x.. Bledy te s glownym sktadnikiem niepewnosci typu B i mozna przyjac, ze
maja prostokatny rozklad prawdopodobienstwa. W takim przypadku poszczegolne
niepewnosci standardowe typu B u, (x S ) =A,x, / \3 i wyrazenie (4) na niepewno$¢
rozszerzong wyniku pomiaru posredniego przyjmuje postac:

U(y)=UB(y)=kp\/%=k" ,-”_11 % (%J | "

Jezeli poszczegdlne wartosci wielkosci wejsciowych x, majg rozklady prostokatne,
to wypadkowy rozklad dla warto$ci wyjsciowej y, bedacy splotem rozkladéw pro-
stokatnych, nie jest rozkladem prostokatnym. Dla dwdch wartosci wielkosci x, i x,
o rozktadach prostokatnych wypadkowy rozktad wartosci y = x +x, jest rozkltadem
trapezowym. Dla funkcji o wiekszej liczbie zmiennych niezaleznych o rozkladach
prostokatnych, na mocy centralnego twierdzenia granicznego (CTG), mozna przy-
ja¢, ze wypadkowy rozklad jest normalny. Dla takiego rozktadu dla poziomu ufnosci
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p = 0,95 wspolezynnik rozszerzenia k, = 2. Podstawiajgc t¢ wartos¢ do wzoru (19)
otrzymuje si¢ praktyczny wzor:

U(y)=U,(») 2%,}5‘,0? '(Agxi )2 = 1’15\/205 '(Agx/)z ) (20)

z ktdérego tatwo mozna obliczy¢ niepewno$¢ rozszerzong wyniku pomiaru posred-
niego.

W wyprowadzeniu wzoru (20) nie stosowano zadnych uproszczen. Wzoér (20)
mozna réwniez fatwo uzyskac z wyrazenia (18), wstawiajac w nim UA(EJ.) =0.

Jezeli rozrzuty wynikéw pomiaréw sa pomijalne, a wartoéci wielkosci wejscio-
wych x; nie s skorelowane, to wyniki obliczen niepewnosci rozszerzonej na pozio-
mie ufnosci 0,95, metodg zalecang w przewodniku GEUM [1] i opisang tu metodg
przyblizong, s3 identyczne.

Rozwazmy szczegllny, czesto spotykany przypadek, kiedy wielko§¢ mierzona y
jest iloczynem lub ilorazem wielko$ci wejsciowych x,, czyli wartos¢ wielkosci wyj-
$ciowej obliczana jest z zalezno$ci:

y=ax{x..xl..x0 21

Jt T m

W tym przypadku, dla ulatwien obliczen, mozna najpierw obliczy¢ niepewnos¢
rozszerzong wzgledna na poziomie ufnosci 0,95 ze wzoru:

U
() =_(yy) 1150’ (8,5 ) + 8 (0,0) 4t P (05, ) ot (6., (22)
w ktérym 6 x,, 6 x,, 6 x, 6 x, sa wzglednymi bledami granicznymi poszczegélnych
wielko$ci wejsciowych.
Nastepnie znajac niepewnos¢ rozszerzong wzgledng mozna obliczy¢ niepewnoséé
rozszerzong bezwzgledna z zaleznosci:

U(y)=y-W(y) (23)
a jezeli niepewno$¢ wzgledna wyrazona jest w %, to

U( ):M‘

100 24)

4. Niepewnosci typu B sa pomijalnie mate, a decydujace znaczenia
maja niepewnosci typu A

W czulych pomiarach laboratoryjnych, na przyktad wartosci sladowych substan-
cji lub wlasciwosci fizyko-chemicznych obiektu o duzej niestabilnosci jego wtasci-
wosci, albo w pomiarach ze znacznym udziatem sygnatow zakidcajacych, uzyskuje
sie bardzo duzy rozrzut wynikéw. W takich przypadkach pomiary nalezy powtarzaé
wielokrotnie na tym samym badanym obiekcie, a za wynik przyja¢ warto$¢ $rednia.
Jezeli obliczone niepewnosci typu A z rozrzutu wynikéw pomiaréw maja wartosci
znacznie wigksze od niepewnosci typu B, to mozna przyja¢, ze calkowitg niepewno-

88



Czes¢l. Zagadnienia ogélne oceny niepewnosci pomiaru

$cig pomiaru jest niepewnos¢ typu A. Przyjmujac we wzorze (15) A X, =0, otrzy-

muje sie wzor:
U(y)=,2.cUA(5,) . (25)
j=l

Dla obliczenia niepewnosci rozszerzonej ze wzoru (25) nalezy najpierw obliczy¢
niepewnos$¢ rozszerzong typu A dla kazdej wartosci sredniej wielko$ci wejsciowe;j
z zaleznosci:

U, (fj ) =ty (’_‘/ ) » (26)

w ktorej: £ = k. jest wspotczynnikiem rozszerzenia, rownym kwantylowi rozkiadu
t-Studenta, zaleznym od liczby stopni swobody v =n - 1 (n - liczba pomiaréw),
u(x,) =s,(x,) jest niepewnoscig standardowg wartoéci wielkosci wejsciowej, réwng
odcilyleniu standardowemu wartosci $redniej.

5. Przyktady

5.1. Przykitad obliczania niepewnosci rozszerzonej, gdy niepewnosci
typu B sa wieksze od niepewnosci typu A

Rozwazmy przyklad pomiaru rezystywnosci skro$nej probki plaskiej dielektryka
i obliczenia jej niepewnosci rozszerzonej na poziomie ufnosci 0,95. Rezystywnos¢
skrosng p mierzy si¢ zawsze metodg posrednig [4, 5]. Na powierzchniach bada-
nej probki umieszcza si¢ elektrody i w uktadzie przedstawionym na rys. 1 miedzy
elektrodami 1 i 3 mierzy si¢ rezystancje skrosng R =U/I (miernik wyskalowany jest
bezposrednio w jednostkach rezystancji).

—_————

|

|

9 I
. |
|

i

- |
Zrc'?dlc.) ‘ U GD i
napigcia !
|
Miernik duzych i

rezystancji !

77 77 !

Rys. 1. Uktady do pomiaru rezystancji skrosnej dielektrykow statych:
U - napiecie, I - prad skrosny, I —prad powierzchniowy, pA - pikoamperomierz;
elektrody: 1 — pomiarowa, 2 — ochronna, 3 — napieciowa
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Warto$¢ rezystywnosci skro$nej oblicza ze wzoru:

p.=R A+ p(p)+p(Ps), @)
w ktérym: R jest rezystancjg skrosna, A — efektywna powierzchnig elektrody pomia-
rowej, h — gruboscig probki, p(p ) - poprawka temperaturowg rezystywnosci skro-
$nej uwzgledniajacg zmiane temperatury probki, p(p, ) — poprawka wilgotnosciows
rezystywnosci skro$nej uwzgledniajaca zmiane wilgotnosci otoczenia probki.
Efektywng powierzchnie A elektrody pomiarowej oblicza sie z wyrazenia [4-6]:

_ n(d, +Bg)’

A ,
4

(28)
w ktorym: d, jest $rednicg elektrody pomiarowej, g — szerokoscia szczeliny, B — wspot-
czynnikiem wzrostu efektywnego obramowania elektrody pomiarowe;j.

Wspolczynnik B, wynikajacy z rozszerzania sie pola elektrycznego w szczelinie g
poza obszar elektrody pomiarowej (rys. 2), oblicza si¢ ze wzoru:

B=l—iﬁ-lncosh££§). (29)
Tg 4 h

Elektroda 2 - > Elektroda 1

h¢|"" A A WA A A A A A A/

Prébka Elektroda 3

Rys. 2. Rozklad pola elektrycznego w objetosci probki dielektryka w uktadzie
trojelektrodowym podczas pomiardéw rezystywnosci skroénej

Wiszystkie wielko$ci, niezbedne do obliczenia rezystywnosci skrosnej, mierzy
si¢ niezaleznie. Sg wigc one nieskorelowane. Poniewaz w pomiarach rezystywno-
$ci skro$nej niepewnosci typu B sa wigksze od niepewnosci typu A, to niepewno$é
rozszerzong na poziomie ufnosci 0,95 mozna oblicza¢ metoda przyblizona ze wzoru
(18), ktory dla rezystywnosci skrosnej przyjmuje postaé [7]:

U(p,)=L15c2U (4)+ U (h)+ LU (R)+GU3 [ p(py) ]+ U [ p(py)] > (30)
a w ktérym poszczegélne wspotczynniki wrazliwosci okreslone sg zaleznosciami:

o R
= Q)
dp A
_oP __Ap 32
STon T e (32)
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C
& 9R

v

_op. A (33)
h

=1 1 ¢,=1
Efektywna powierzchnia elektrody pomiarowej A jest okreslona wzorem (28),

a zatem niepewno$¢ efektywnej powierzchni elektrody pomiarowe;:

U(4) =\/C;U2(dl)+c;u2 (g)+cU?(B) , (34)

w ktérym poszczegdlne wspoélczynniki wrazliwosci:

8A T
d+B
ch ad 2( + g) (35)
¢ = gz 2 B(d,+Bg), (36)
04 n
=—=—g(d +8B
Cp= B 2g( +Bg). (37)

Wspolczynnik B jest okreslony zaleznoscia (29), zatem niepewnos¢ tego wspot-
czynnika:

U(B)=JciU* (h)+c2U*(g) » (38)

gdzie poszczegdlne wspdtczynniki wrazliwosci:
ng
—=11, 39
4 hﬂ (39)

¢, = a—B g2 41 cosh[£§j+§tgh(
oh h 4h) h

c,za—Bz—l i1n cosh(£§j+£tgh(£§j . (40)
"3 K= an) ne\4n

Grubos$¢ probki h mierzy si¢ przed nalozeniem elektrod czujnikiem zegarowym
w réznych jej miejscach obszaru elektrody pomiarowej. Na podstawie wzoru (1) nie-
pewnosc¢ rozszerzona typu A wartosci sredniej grubosci probki:

U, (7) =k, (B). (41)

gdzie:k,, =1t  jest wspdlczynnikiem rozszerzenia dla niepewnosci typu A pomiaréw
grubosc1 probkl h, réwnym kwantylowi rozktadu ¢-Studenta, u,(h) - niepewnoscia
standardowg typu A wartosci $redniej grubosci probki.

Niepewnos¢ rozszerzong pomiaru grubosci probki, zgodnie ze wzorem (11) ob-
licza sie z zalezno$ci:

U(h)=yU3 (1) +(8,1) (42)

w ktorej Agﬁ jest bledem granicznym przyrzadu pomiarowego uzytego do pomiaru
grubosci probki.
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Pomiary $rednicy elektrody pomiarowej d, wykonuje sie kilkakrotnie w réznych
jej miejscach najczesciej suwmiarka. Niepewnos¢ rozszerzona typu A wartosci $red-
niej $rednicy elektrody pomiarowej:

u, (671)=kAd]”A (‘71) > (43)

gdzie: k,, jest wspolczynnikiem rozszerzenia dla niepewnosci typu A pomiaréw
srednicy elektrody pomiarowej d,, u,(d,) - niepewnoscig standardows typu A war-
tosci $redniej elektrody pomiarowe;j.

Niepewnos¢ rozszerzona pomiaru $rednicy elektrody pomiarowej ma postac:

(@)= Ui (@) (8,2). (41

gdzie Agc_l1 jest bledem granicznym przyrzadu pomiarowego uzytego do pomiaru
$rednicy.

Szeroko$¢ szczeliny ¢ miedzy elektrodg pomiarows a elektrodg ochronng mierzy
sie najczesciej mikroskopem pomiarowym w kilku miejscach. Niepewno$¢ rozsze-
rzona typu A warto$ci sredniej szeroko$ci szczeliny ma postac:

UA (g):kAguA (g)’ (45)

gdzie: k, jest wspotczynnikiem rozszerzenia dla niepewnosci typu A pomiaréw
szerokosci szczeliny g, u,(g) — niepewnoscig standardowg typu A wartosci $redniej
szerokosci szczeliny.

Niepewnos¢ rozszerzona pomiaru szerokosci szczeliny:

U(g)=yUi(2)+(1,8), (46)
gdzie A g jest bledem granicznym przyrzadu pomiarowego zastosowanego do po-
miaru szerokosci szczeliny.

W tabelach 1 + 3 podano wyniki pomiaréw oraz obliczen wartosci $rednich i ich
niepewnosci standardowych oraz wyniki obliczen niepewnosci rozszerzonych gru-
bosci probki, srednicy elektrody pomiarowej i szerokosci szczeliny miedzy elektroda
pomiarows a elektroda ochronna.

Pomiary rezystancji skro$nej R probki wykonano miernikiem analogowym wy-
sokich rezystancji i uzyskano wynik:

R =28,0TQ=2,80-10" Q.
Wzgledny blad graniczny pomiaru tej rezystancji wynosit § R = 6,2 %, a blad
bezwzgledny graniczny:
R OR 10"
AR =0 2,80-107-6,2
100 100

Poniewaz wynik pomiaru rezystancji byt stabilny i nie zmienial sie w czasie, nie
powtarzano pomiaréw. Na niepewno$¢ pomiaru rezystancji skrosnej miala wptyw
tylko niepewnos¢ typu B, ktora na poziomie ufnosci 0,95 wynosi:

U(R)=U,(R)=A,R =0,173-10"Q.

=0,173x10" Q.
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Tabela 1. Wyniki pomiaréw grubosci probki i obliczen jej niepewnosci rozszerzonej

! h, h u,(h) k,, U,(h) A U(h)
(m) (m) (m) (m) (m) (m)
1 1,702-10°?
2 | 1,656-107
3 1,674-107? 1,668-107 | 0,011-107° 2,78 0,031-10°* | 0,001-107 | 0,031-107
4 | 1,636-107
5 1,672-107
Tabela 2. Wyniki pomiaréw $rednicy elektrody pomiarowej i obliczen
niepewnosci rozszerzonej
; d, d u,(d) ko U,(d) Ad, u(d,)
(m) (m) (m) (m) (m) (m)
1 | 50,00-107°
2 | 49,96-107
3 | 49,94-107 | 49,974-107 | 0,011-107° 2,78 0,031-10°? 0,030-107° | 0,043-107°
4 | 49,98-107
5 | 49,99-107

Tabela 3. Wyniki pomiardw szeroko$ci szczeliny i obliczen jej niepewnosci rozszerzonej

8
(m)

8
(m)

u,(g)
(m)

k

Ag

A @)
(m)

U(g)
(m)

1,88

. 1073

1,89-

10

1,89-

10

1,87-

10

1,89+

10

1,87-

10

1,88-

107

1,89+

107

Ol |N|la|lu|b|w o]~

1,90+

107

—
o

1,91-

10

1,887-107

0,004-10°?

2,26

0,009-10°?

0,01-10°*

0,013-10°?

Poprawke temperaturowa rezystywnosci skrosnej, uwzgledniajacg zmiang tem-
peratury probki o AT w poréwnaniu z temperaturg normalna (T = 23 °C), wyznacza
sie ze wzoru:

p (va) =k, AT, (47)
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a jej niepewno$¢ rozszerzong z zaleznosci:

ULp(p)]=(AT) U? (k) + E2U* (AT), (48)

w ktorej k., jest temperaturowym wspotczynnikiem zmian rezystywnosci skrosnej,
AT - réznicg migdzy temperaturg otoczenia w czasie pomiardéw a temperaturg, dla
ktdrej okresla si¢ rezystywnos¢ skrosng, U(k,,) — niepewnoscia rozszerzong tempe-
raturowego wspodtczynnika zmian rezystywnosci skrosnej, U(AT) — niepewnoscia
rozszerzong okreslenia réznicy temperatur.

Temperatura w laboratorium w czasie wykonywania pomiaréw wynosita T'= 23 °C
+2°C, zatem AT = 0 i poprawka p_(p ) = 0. Ale zerowa poprawka nie oznacza jej
zerowej niepewnosci, gdyz temperatura otoczenia w laboratorium ulega wahaniom
w granicach A T =+ 2 °C. Poniewaz dla badanej probki temperaturowy wspdfczyn-
nik zmian rezystywnosci skro$nej k,, = 1 TQ/°C, to dla AT = 0 poprawka p.(p,) = 0,
a niepewno$¢ standardowa tej poprawki, zgodnie z zaleznoscia (48) wynosi:

Ul (p,) =k UAT) =k AT =1-107-2=2-10" Q.

Poprawke wilgotno$ciowa zmiany rezystancji skro$nej, uwzgledniajaca zmiane
wilgotnos$ci powietrza otaczajacego probke o AW w poréwnaniu z wilgotno$cig nor-
malng W =50 %, wyznacza si¢ ze wzoru:

p(Puy) =k AW, (49)
a jej niepewno$¢ standardowa z zalezno$ci:
U py (0,)]= (AW ) U (k) + AU (AW) (50)

w ktorej k, jest wilgotnosciowym wspdtczynnikiem zmian rezystywnosci skrosnej,
AW - réznicg miedzy wilgotnoscia wzgledng otoczenia w czasie pomiaréw rezystyw-
nosci skrosnej a wilgotnoscig wzgledna, dla ktdrej okresla si¢ rezystywno$¢ skrosna,
U(k,,) - niepewnoscig wilgotno$ciowego wspotczynnika zmian rezystywnosci skro-
$nej, U(AW) - niepewnoscia okreslenia réznicy wilgotnosci.

Wilgotno$¢ w laboratorium w czasie wykonywania pomiaréw wynosita
(50 + 10) %, dlatego AW = 0 i poprawka p, (p ) = 0. Ale zerowa poprawka nie ozna-
cza jej zerowej niepewnosci, gdyz wilgotnos$¢ powietrza w laboratorium ulega wa-
haniom w granicach A W = + 10 %. Wartos¢ wilgotnosciowego wspélczynnika
k., =0,2TQ/%, to dla AW =0 poprawka p(p ) = 0 i niepewno$¢ standardowa tej
poprawkl obliczona z zaleznosci (50) wynosi:

Ul py (p,)]=kpUAW) = ky AW =0,2-107-10=2-10" Q

Bilans obliczen (budzet) niepewnosci rozszerzonej na poziomie ufnosci p = 0,95
przedstawiono w tabelach 4 + 6. Najpierw obliczono niepewno$¢ wspolczynnika
wzrostu efektywnej powierzchni elektrody pomiarowej (tabela 4), a nastepnie
niepewno$¢ obliczenia efektywnej powierzchni elektrody pomiarowej (tabela 5).
W tabeli 6, wykorzystujac wyniki obliczen z tabeli 5, zestawiono bilans obliczen nie-
pewnosci rozszerzonej rezystywnosci skrosnej.
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Tabela 4. Bilans niepewno$ci wspolczynnika wzrostu efektywnego obramowania
elektrody pomiarowej

Mierzona wielko$¢ Wartos¢ $rednia WSPO.EZYH,H.I k Niepewno$¢ , _
— wrazliwo$ci rozszerzona c2-U/(X)
X X, _ i
j i ¢ U(x].)
Grubosé h 1,668-10°m -189 m! 0,031-10°m 34,32-10°
Szerokos¢ g 1,887-10°m 167 m™! 0,014-10°m 5,47-10°
Wspélczynnik B 0,6042 Zc?- UA(Xj) = 39,80-10°
Niepewno$¢ wspotczynnika B U(B) = 0,0073

Tabela 5. Bilans niepewnosci efektywnej powierzchni elektrody pomiarowe;j

Mierzona wielko$¢ Wartos¢ $rednia WSPO.{?ZYH,H.I k| Niepewnos¢ 5 _
X E wrazliwo$ci rozszerzona ¢’ Uz(x],)
j j ¢ U(Ej)
Srednica d1 49,974-10°m 80,29-10°m | 0,043-10°m 11,9210 m*
Szerokos¢ g 1,887-10°m 48,52-10°m | 0,014-10°m 0,47-10"2 m*
Wspolczynnik B 0,6042 1,515-10* m? 0,0073 1,22-102 m*
Powierzchnia A 2,05-10° m? Zciz- UZ(X]) =13,61-10" m*

Niepewno$¢ powierzchni elektrody pomiarowej A

U(A) = 0,004 10" m?

Tabela 6. Bilans niepewno$ci rozszerzonej pomiaru rezystywnosci skronej

. . ,, Wartos¢ Wspdlczynnik Niepewnos¢
Mierzona wielkos¢ . . A ) -
X $rednia wrazliwo$ci rozszerzona ¢’ Uz(xj)
j X, C U(x)
i i i

Powierzchnia A 2,052-10°m? | 1,68-10'° QO/m 0,004-10° m? 0,5-10% O*m?
Grubos¢ h 1,668-10° m -2,07-10" Q 0,028-10° m 33,6102 O’m?
Rezystancja skrosna R, 2,80-10" Q) 1,23 m 0,2-10% Q) 605,2-10%2 ()’m?
Poprawka temp. p.(p,) 0 1 0,2-10" Om 400-102 O*m?
Poprawka wilg. p, (p) 0 1 0,2-10" Om 400-102 O*m?
Rezystywno$¢ skrosnap, | 3,45-10" Qm Zc?-UA(X) = 1439,3-10” ’'m’

Niepewno$¢ rozszerzona rezystywnosci skro$nej

U(p,) = 0,44-10" Om

Obliczona metodg uproszczong niepewnos$¢ pomiardéw rezystywnosci skrosnej
probki plaskiej dielektryka na poziomie ufnosci p = 0,95 ma prawie taka sama war-
tos¢ jak niepewno$¢ rozszerzona obliczona metoda dokladnie zgodng z przewod-
nikiem GEUM w przykladzie zamieszczonym w rozdziale 10.2.9 ksiazki autora [4],
tj. U(p,) = 0,44-10" Qm. Dowodzi to, ze wyniki obliczen niepewnosci rozszerzonej
pomiaréw technicznych metoda przyblizong sa zgodne z wynikami obliczen niepew-
nosci rozszerzonej metoda zalecang przez przewodnik GEUM [1]. Nalezy zwrocié
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uwage, Zze mimo przedsiewziecia wszystkich mozliwych zabiegéw dla prawidlowego
wykonania pomiaréw, niepewnos¢ wzgledna pomiaru rezystywnosci skrosnej jest
dos¢ duza i wynosi w tym przyktadzie az 13 %. Wyznaczenie rezystywnosci skro-
$nej z niepewnoscig wzgledna mniejsza od 10 %, wedlug doswiadczenia autora, jest
praktycznie nierealne.

5.2. Przyktad obliczania niepewnosci rozszerzonej, gdy niepewnosci typu A
sa pomijalnie mate, a decydujace znaczenia maja niepewnosci typu B

Rozwazmy przyklad wyznaczenia strzatki ugiecia belki stalowej jednostronnie
zamocowanej w temperaturze 9 = 50 °C przy obcigzeniu silg F = (50,00 £ 0,01) N
(rys. 3) oraz niepewnosci jej okreslenia na poziomie ufnosci 0,95. Wymiary belki
zmierzono w temperaturze 9 = 20 °C + 2 °C, uzyskujac nastepujace wyniki:

- dlugo$c =250 mm z bledem granicznym A / = +1 mm,
- szeroko$¢a=30,0mmzAa=+0,5mm,
- grubos¢ h = 400mmzAh + 0,02 mm.

Parametry stali, z ktorej wykonano belke, podane w specyfikacji producenta, dla

temperatury 20 °C wynosza:

- modut Younga E = 210,0 kNmm™ i jego btad graniczny A E = + 0,5 kNmm?,

- wspolczynnik temperaturowy modutu Younga f = (-5 + -3) 10*°CH,

- wspolczynnik rozszerzalnosci liniowej o = (3 + 7)-10° °C™, w zakresie temperatur

0 + 100 °C.

Rys. 3. Ugiecie jednostronnie zamocowanej belki

Strzatke ugiecia belki jednostronnie zamocowanej oblicza si¢ ze wzoru [8]:

4A°F
f=ng (51)

Najpierw nalezy skorygowac wartosci poszczegdlnych wielkodci zmierzonych

w temperaturze 20 °C do wartoséci w temperaturze 50 °C poprzez wprowadzenie po-

prawek temperaturowych. Warto$¢ mierzonej wielkosci w temperaturze 9 okresla
sie z wyrazenia:

x.19:x+p(x.), (52)

w ktérym: x jest wartodcig zmierzong w temperaturze 20 °C, p(x,) - poprawkg tem-
peraturowg mierzonej wielkosci.
Dla wymiaréw geometrycznych poprawke temperaturowg obliczono ze wzoru:

p(xj)zxaAﬂ, (53)
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a dla modulu Younga z zaleznosci:
p(E)=EpAD, (54)

gdzie: a jest wspdtczynnikiem rozszerzalnosci liniowej materiatu, z ktérego wykona-
no belke, B — wspdtczynnikiem temperaturowym modutu Younga, A9 =9 -9 =30 °C
- réznicy temperatury, 9 - temperaturag odniesienia, w ktorej wykonano pomiary
wymiaréw geometrycznych i wyznaczono moduf Younga (20 °C), 9 - temperatura
dla ktdrej oblicza si¢ strzatke ugiecia (50 °C).

Poprawka temperaturowa diugosci belki:

p(D) =IlaAd =250-(3...7)-10°-30 = (0,0225...0,0525) mm = (0,0375+0,0150) mm,
jej szerokosci:

p(a) = a,aA9 =30-(3...7)-10°-30 = (0,0027...0,0063) mm = (0,0045+0,0027) mm
i grubodci:
p(h) =haAd=4-(3...7)-10°-30 = (0,00036...0,00084) mm = (0,00060 + 0,00024) mm
oraz modulu Younga:
p(E) = EBAY =210-(-5...-3)-10*-30 = (-3,15...-1,89) kNmm™? = (-2,52 + 0,63) kNmm™

Poprawki temperaturowe wymiaréw geometrycznych maja wartosci pomijal-
nie mate i mozna przyja¢, ze [, = I, a, = a, i hy = h. Natomiast wspdtczynnik Younga
w temperaturze 50 °C ma warto$¢:

E, = E + p(E) = 210,00 - 2,52 = 207,48 kNmm™.

Blad graniczny poprawki temperaturowej dla modulu Younga, okreslony
jest zmienno$cia wspotczynnika temperaturowego modutu Younga w granicach
[-5,-3]-10*°C" i wynosi:

A gp(E) =+ 0,63 KNmm™.

Blad graniczny wyznaczenia modutu Younga w temperaturze 50 °C jest sumg ble-
du granicznego wyznaczenia jego wartosci w temperaturze 20 °C i bledu granicznego
jego temperaturowej poprawki:

AE,=AE+Ap(E) =+ (0,5 +0,63) = + 1,13 KNmm>,
Strzatka ugiecia belki w temperaturze 50 °C wynosi:
_4PF 4-(250mm)’-50-107 kN
ah’E, 30 mm-(4 mm)’-207,48 kNmm

S =7,845 mm .

Niepewnos¢ bezwzgledng rozszerzong wyznaczenia strzalki ugiecia belki na po-
ziomie ufnosci 0,95 mozna obliczy¢ metoda uproszczong ze wzoru (20), ktéry w tym
przypadku przyjmie postac:
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Ut =115 (81) v (8,F) vel(da) vl (a0 v (A,E,) 69

w ktorej poszczegolne wspdtczynniki wrazliwosci okreslone sg zalezno$ciami:

I’F
¢ = 12T 5 (56)
al’E,
13
=4 , 57
Ki ah’E, (57)
PF
=4 — 58
ca a2h3El9 ( )
3
¢, =—12F (59)
ah’E,
I’F
=4 . 60
) ah'E; (60)

W praktyce fatwiej jest obliczy¢ niepewnos¢ rozszerzong wzgledna na poziomie
ufnosci ze wzoru (22), ktéry w tym przypadku dla strzatki ugiecia przyjmuje posta:

W f)=@=1,15¢32(5gz)2+(5gF)2+(5ga)2+32(5gh)2+(5ga,)2 . (6D

gdzie poszczegdlne bledy graniczne wzgledne wynosza:

Al
sr=2e o 1M G0a=4.107,
¢ / 250 mm
AF
sr=2e _p OOIN ) 0002 =40,2.10%,

£ F  50,00N

5a=Ag61=i 0,5 mm
£ a 30,0 mm

=+0,0167 =%16,7-107,

5h=Agh=i0,02mm

=+0,005=%5-107",
£ h 4,00 mm

A E -2
SE,= Fo _ 1,13 kNmm

+ — =10,0054=145,4-10"",
¢ E, 207,48 kNmm

Zatem niepewnos$¢ wzgledna strzalki ugiecia na poziomie ufnosci 0,95 wynosi:

W(f)=1,15-10'3\/9-42+0,22+16,72+9~52+5,42 =29,9-107,

a niepewnos¢ rozszerzona bezwzgledna, obliczona ze wzoru (23):

U(f,)=f,W(f,)=7,945mm-29,9-10° =0,24 mm.
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Strzatka ugiecia belki jednostronnie zamocowanej w temperaturze 50 °C, o para-
metrach podanych w przykladzie, przy obciazeniu na jej koncu sifa 50 N bedzie wy-
nosifa 7,85 mm, z niepewnoscia rozszerzong 0,24 mm na poziomie ufnosci p = 0,95,
czyli:

fs = (7,85 £ 0,24) mm, przy p = 0,95.

6. Whnioski

Obliczenia niepewnos$ci pomiaréw posrednich opisanymi metodami przybli-
zonymi sg prostsze w poréwnaniu z metoda zalecang w przewodnika GEUM [1].
Wynika to gléwnie stad, ze nie oblicza si¢ tu niepewnosci standardowych typu B
i wypadkowej liczby stopni swobody. Jezeli wartosci wielkosci wejsciowych nie sa
skorelowane, to uzyskiwane wyniki obliczen niepewnosci pomiaréw technicznych
metodami uproszczonymi praktycznie nie réznig si¢ od otrzymywanych metoda za-
lecang w przewodniku GEUM. Zostalo to wielokrotnie potwierdzone przez autora
podczas opracowywania wynikéw pomiaréw w laboratorium badawczym, a takze
w publikacjach [4 + 7].

Jezeli jednak wystapia watpliwo$ci odno$nie poprawnosci oszacowania niepew-
nosci pomiaréw metodg przyblizong, to nalezy dokona¢ walidacji tej metody. W tym
celu nalezy ponownie obliczy¢ niepewnos$ci pomiaréw, ale metoda zalecang przez
przewodnik GEUM i oceni¢ zgodnos¢ uzyskanych wynikow.
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