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1. Wstep

Pomiar posredni to taki, w ktorym warto$¢ wielko$ci mierzonej (wielkosci wyj-
$ciowej, mezurandu) y oblicza si¢ z pozyskanych w rézny sposéb (z pomiaru, z do-
kumentacji uzywanej aparatury, z tablic fizycznych itp.) wartosci wielko$ci wejscio-
wych x1, x2, ..., xn, ..., xN na podstawie znanej funkcji pomiaru:

yzf(xl, x2,...,xn,...,xN) (1)

Wielko$ciami wejsciowymi moga by¢:

— wskazania przyrzadéw pomiarowych,

— wielko$ci reprezentowane przez wzorce pomiarowe,

— dane zaczerpnigte ze specyfikacji, dokumentacji i podrecznikéow,

— wielko$ci pochodzace z innych pomiaréw,

— tzw. stale uniwersalne,

— poprawki do wartosci ww. wielko$ci, w tym poprawki ze wzgledu na wielkosci
wplywajace, itp.

Obliczenia obejmuja estymate mezurandu oraz jej niepewnos¢. Spotyka sie rdz-
ne sposoby tych obliczen, a wybdr sposobu jest przedmiotem dyskusji, zresztg nie
jedynym. Dyskutuje si¢ tez potrzebe rozrézniania miedzy symbolami wielkosci
i symbolami warto$ci wielkoéci. Ten rozdzial zajmuje si¢ wartosciami wielko$ci
i stosuje dla nich zaprezentowana we wzorze (1) symbolike, ktéra budzi kontrower-
sje, bo raczej nie jest uzywana w innych publikacjach. Czesciej spotykana symboli-
ka typu x, x,, ..., x,, ..., X, ma jednak wade wynikajacg stad, ze wtedy, gdy trzeba
rozrézni¢ wyniki wielu obserwacji danej wartodci, np. x,, powstaje taricuch indek-
sow dolnych, np.: x, , x, , x,, ... . W przypadku symboliki proponowanej w tym
rozdziale wady tej nie ma - cigg obserwacji wartosci, np. x2, ma postac: x2,, x2,,
x2,, ... . Dwuznakowe symbole typu x2 budzg jednak zastrzezenia. Warto je po-
kona¢, bo w programowaniu komputerowym stosowanie symboli wieloznakowych
jest czeste i wygodne, chociaz skutkuje koniecznoscig uzywania znakéw mnozenia
w wyrazeniach przedstawiajacych iloczyny, aby rozrézni¢ iloczyn symboli jedno-
znakowych, np a-b-c-d, od iloczynu symboli dwuznakowych, np ab-cd. W symbolu
typu x2 czcionka 2 jest elementem nazwy zmiennej, a nie oznacza liczby 2, i dlatego
powinno sig¢ ja pisa¢ czcionka pochyta.

Dalsze rozwazania dotyczg takich pomiaréw posrednich, w ktérych zaobserwo-
wano K wartosci kazdej z wielkosci wejsciowych x1, x2, ..., xn, ..., xN. Obserwacje
tworza macierz o K wierszach i N kolumnach, pokazang jako obramowane czesci
tablic 11 2.
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Czes¢l. Zagadnienia ogélne oceny niepewnosci pomiaru

Wyniki obserwacji mozna opracowa¢ za pomoca jednego z dwdch sposobow:
1. sposdb pierwszy - obliczanie kolumnami,
sposéb drugi — obliczanie wierszami.
Sposéb pierwszy (kolumnami) polega na tym, ze najpierw oblicza si¢ wartosci

$rednie arytmetyczne xn’ warto$ci wejsciowych xn, (n=1,...N,k=1,...,K):
13
xn'=—-) xn 2
X ; k (2)

a nastepnie estymate y’ (niepoprawiong!) — jako funkcje (1) tych wartosci $rednich:
y'=f(xI'x2,.,xn', .., xN") (3)

Obliczanie poprawki do estymaty y" omdwiono dalej.

Tab. 1. Macierz obserwacji (obramowana cze$¢ tablicy) i ilustracja pierwszego (kolumnami)
sposobu obliczania estymaty y' mezurandu

Nr obs. x1 | x2 | | xn | xN

1. x1, x2, xn, XN,

k. xI, x2, xn, xN,

K X1, X2, xXn, xNK
x1' | x2' | | xn' | | xN' y' |

Przy sposobie drugim (wierszami) najpierw oblicza si¢ warto$ci estymat czast-

kowych:
V, = f(x]k, X2,y X, ...,xNk) k=12,...K (4)

a nastepnie estymate y” jako warto$¢ srednig arytmetyczna estymat czastkowych:
1S
V=g 20 (5)
Pojawia si¢ zatem pytanie, ktory sposob jest bardziej poprawny?

Tab. 2. Macierz obserwacji (obramowana cze$¢ tablicy) i ilustracja drugiego (wierszami)
sposobu obliczania estymaty y” mezurandu

Nr obs. x1 | x2 | | Xxn | xN y
1. x1 x2, xn, XN, b4

k. xI, x2, xn, xN, Y
K X1, X2, XN, XN, Ve
z
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2. Przewodnik a sposoby obliczania estymaty mezurandu.
Poréwnanie stopnia ztozonosci obliczen

Zdanie metrologéw w kwestii wyboru sposobu obliczania estmaty mezurandu
w pomiarach posrednich nie jest jednolite. Przewodnik [1] w podrozdziale 4.4 po-
wiada: ,,Estymate wielkosci mierzone;j ... oblicza si¢ z funkgji (3) dla estymat wejscio-
wych ... Oznacza to obliczanie metodg pierwsza, czyli kolumnami, bo wedle tablicy
1. estymatami wejsciowymi sa x1, ..., xN". Jednak dalej w tym samym podrozdziale
Przewodnik [1] stwierdza, ze ,,Obydwa sposoby usredniania dajg jednakowe wyniki,
jezeli fjest funkcjg liniowsa”.

Przewodnik [1] dotyka omawianego problemu w kilku miejscach, by na przy-
ktadzie obliczeniowym H.2 (réwnoczesny pomiar rezystancji i reaktancji) wykazac,
ze oba sposoby dajg praktycznie identyczne wyniki. Taka ocena wyniku obliczen
w przykladzie H.2 jest rezultatem stabo przemyslanego doboru danych w tym przy-
kfadzie — w otoczeniu kata fazowego ¢ rzedu 1 rad funkcje kosinus i sinus wystepu-
jace w funkcjach pomiaru sg stabo nieliniowe. Dalej w tym rozdziale przedstawio-
no natomiast przyklad pomiaru konduktancji przy kacie ¢ podlegajacym losowym
zmianom wokdt wartosci zerowej, dla ktorej funkcja kosinus ma maksimum - jest
wiec silnie nieliniowa. Wtedy omawiane sposoby obliczania dajg wyniki istotnie r6z-
nigce si¢. Dalej w H.2 Przewodnik [1] stwierdza, ze ,Jedli f nie jest funkcja liniowa
wyniki uzyskane sposobem pierwszym roznig si¢ od wynikéw uzyskanych sposo-
bem drugim ...”. Generalnie wywody w H.2 nie s3 zbyt klarowne, ale gdy podejs¢ do
nich cierpliwie, to okazuje sie, ze w sytuacji, gdy zaobserwowane wartoéci wielkosci
wejsciowych tworza grupy pozyskane jednoczesnie (czyli pomiar posredni jest jed-
noczesny), to dogodniejszy do obliczen jest sposob drugi — wierszami. Rozwazania
co by bylo, gdyby najpierw wykonano n, =5 obserwacji napiecia, nastepnie n, = 5
obserwacji pragdu i wreszcie n, = 5 obserwacji kata przesuniecia fazowego prowadzg
Przewodnik [1] do konkluzji, ze ,,Jest to faktycznie nie najlepsza procedura pomiaro-
wa ..., ale autor tego rozdzialu jest przekonany, iz zaden prawdziwy metrolog takiej
procedury by nie zastosowal.

J. M. Jaworski swoje poglady przedstawia w [2]. Na str. 168 pisze: ,Jako es-
tymate warto$ci prawdziwej przyjmuje sie najczesciej warto$¢ funkcji $rednich
arytmetycznych wartosci wielkosci wejsciowych ...” — czyli sposéb pierwszy. Na
str. 173: ,Estymate wartosci funkcji mozna oblicza¢ jako” - tu w innej symbolice
wzory (4) i (5) - ,1 tak liczone wartosci nie powinny si¢ istotnie rdzni¢ w obszarze
stosowalno$ci prawa propagacji btedéw” Wreszcie na str. 189: ,,Estymate wielkosci
mierzonej oblicza si¢ jako” - tu znéw w innej symbolice wzory (4) i (5) - ,,przy czym
formule druga stosuje sie, jezeli caly pomiar sklada si¢ z serii ... rownoczesnych
pomiaréw wielkosci ... powtarzanych w warunkach powtarzalnoséci” — czyli sposéb
drugi.

Zaréwno [1], jak i [2] zauwazajg, ze w przypadku silnie nieliniowej funkcji po-
miaru przy obliczaniu estymaty mezurandu sposobem pierwszym (kolumnami)
nalezy uwzgledni¢ drugie pochodne wielkos$ci wyjsciowej po wielko$ciach wejscio-
wych. Oznacza to, ze do wartosci estymaty y' wg (3) nalezy wprowadzi¢ poprawke,
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Czes¢l. Zagadnienia ogélne oceny niepewnosci pomiaru

ktéra sformulowana w zgodzie z [1] — wzér (H.10) i [2], ale zapisana w symbolice
tego artykulu ma postac:

.. 6
le oxj' M(XI,)C]) (©)

] A&
ey
przy czym u(xi, xj), wg Tablicy 4 w [2], oznacza estymate kowariancji:
u(xi,xj)=ﬁ-g(xik—xi')-(xjk—xj') (7)
Poprawiong estymate y’ wg (4) dalej oznacza si¢ symbolem yp"

yp'=y'+py (8)

Poprawka py jest zerowa, gdy funkcja pomiaru jest liniowa.

ZYozonos¢ obliczen sposobem pierwszym (kolumnami) jest na ogot wieksza, niz
sposobem drugim (wierszami), zwlaszcza przy duzej liczbie N wielkosci wejscio-
wych. Wynika to gléwnie ze wzoru (6), ktéry, formalnie biorgc, ma [N-(N + 1)]/2
sktadnikow, co juz przy N = 3 daje tych sktadnikéw 6, a przy N = 5 — skfadnikow 15.
ZYozono$¢ sposobu drugiego (wierszami) polega natomiast gléwnie na K-krotnym
obliczaniu wg wzoru (4). Dalsze wywody pokaza, ze w przypadku sposobu pierw-
szego (kolumnami) wigksza jest tez zlozono$¢ obliczen niepewnosci standardowe;j
typu A. Znaczna ztozono$¢ obliczen zwigksza niebezpieczenstwo pomytek, czyli ble-
déw grubych.

Ocena omawianych sposobow obliczen z punktu widzenia zlozonos$ci obli-
czeniowej nie jest tak wazna, jak ocena w aspekcie wiarygodnosci obliczen, a wiec
w aspekcie dokfadnosci pomiaru posredniego. Tej ostatniej trudno jest dokonac
w sposéb ogoélny. Dlatego dalsze wywody oparto o zalecany w [3] eksperyment
symulacyjny Monte Carlo, dotyczacy konkretnego przypadku nieliniowej funkcji
pomiaru.

3. Eksperyment symulacyjny Monte Carlo.
Pomiar posredni jednoczesny — obliczenia estymaty mezurandu

Pomiar posredni jednoczesny, to taki, w ktéorym, w dowolnym k-tym wierszu
tablicy 1 lub 2 wartosci zmiennych wejsciowych x1,, x2,, ..., xn,, ..., xN,, pozyskuje
sie jednocze$nie (w tej samej chwili). Oczywiscie w realnych warunkach owa chwila
przedstawia soba pewien interwat czasu, jednak na tyle krétki, by mozna byto zato-
zy¢, ze w jego obrebie warto$ci wielkos$ci wejsciowych sa state.

W poprzednim podrozdziale stwierdzono, ze dla pomiaru posredniego jed-
noczesnego zaréwno [1], jak i [2] zalecaja drugi sposob obliczen (wierszami) ale
czynig to w formie zawiklanej, nie w pelni przekonujacej. W miare wiarygodnego
rozstrzygniecia moze dostarczy¢ eksperyment symulacyjny oparty o trafnie dobrany
przyktad pomiaru. Niech bedzie nim pomiar konduktancji G dwdjnika przy pradzie
przemiennym, polegajacy na jednoczesnym pomiarze wartosci skutecznej U napie-
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cia na dwdjniku, wartosci skutecznej I pradu w dwdjniku i wartosci ¢ przesunigcia
fazowego miedzy pradem i napigciem. Funkcja pomiaru ma zatem postac:

G= é cosp= f(I,U, @)= f(xI,x2,x3) 9)

Jest to zatem funkcja nieliniowa ze wzgledu na wielkosci wejsciowe U oraz ¢.

Zaklada sig, ze oczekiwang wartoscig konduktancji jest EG > 0, oczekiwang war-
toscig susceptancji EB = 0, znamionowg wartoscig napiecia EU > 0. Zalozenie EB = 0
powoduje, ze funkcja (9) odznacza si¢ szczegdlnie silng nieliniowoscig ze wzgledu
na ¢ — przy EB =0 warto$cig oczekiwang przesunigcia fazowego ¢ jest 0 (zero)
i funkcja cosp ma maksimum.

W tym eksperymencie symulacyjnym pomija si¢ wszelkie efekty systematyczne
wywolane niedoktadnoscig przyrzadéw pomiarowych i pobieraniem energii przez
ich obwody wejsciowe. Zaklada si¢ natomiast, ze efekty losowe wywoluja:

— rozrzut napigcia zasilajacego uktad pomiarowy o rozkladzie normalnym z od-

chyleniem standardowym o,

— rozrzut konduktancji o rozkladzie normalnym z odchyleniem standardo-

wym o,

- rozrzut susceptancji o rozktadzie normalnym z odchyleniem standardowym o,.

Wybrany przyktad pomiaru nie jest catkowicie oderwany od rzeczywistosci. Sy-
tuacja pomiaru konduktancji z zaktéceniem w postaci susceptancji o wartosci loso-
wo rozrzuconej wokot 0 (zera) moze mie¢ na przyklad miejsce, gdy przedmiotem
pomiaru jest konduktancja tlumigca réwnolegly obwod rezonansowy LC (rys. 1)
przy czestotliwoséci rezonansowe;j.

Rys. 1. Model obwodu rezonansowego LC
dla matych odchylen czestotliwosci od czestotliwosci rezonansowej

Fluktuacje czgstotliwosci wokot czestotliwosci rezonansowej powoduja, ze poja-
wia si¢ rézna od zera susceptancja o wartosci opisanej wzorem:

L
Br2-6,-,|= 10
Ve (10

przy czym & jest wzglednym odchyleniem czgstotliwodci od czgstotliwosci rezo-
nansowej, wywolanym np. fluktuacjami czestotliwosci zrodla zasilajacego uktad
pomiarowy.
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Struktura procedury symulacji powinna nasladowaé strukture procedur po-
miaru — zaréwno procedury fizycznej, jak i obliczeniowej. Wynika stad nastepujacy
przebieg symulacji Monte Carlo, zrealizowanej za pomoca aplikacji Mathcad 14.

Symuluje si¢ M (np. M =10°) pomiaréw posrednich jednoczesnych o nume-
rach m =1, ..., M. Kazdy pomiar sktada si¢ z K (np. K = 5) obserwacji o numerach

k=1, ..., K. Za pomocg generatora liczb pseudolosowych o rozkladzie normalnym
generuje sie niezalezne macierze o rozmiarze KxM
— kondunktancji o elementach G, (k=1,...,K; m=1, ..., M) o warto$ci ocze-

kiwanej EG i odchyleniu standardowym o, — Co nasladuje losowa zmienno$¢
wartosci mierzonej,

— susceptancji o elementach B, o wartosci oczekiwanej EB = 0 i odchyleniu stan-
dardowym o, - co nasladu)e losowq zmiennos¢ zakldcenia, wywolanego wspo-
mnianymi wyzej fluktuacjami czestotliwosci,

— wartosci napiecia zasilajgcego uktad pomiarowy o elementach U, o wartosci
oczekiwanej EU i odchyleniu standardowym o, — co nasladuje losowq zmien-
nos¢ wartosci skutecznej napiecia zasilajacego uklad pomiarowy.

Oblicza sie macierz wartoéci pragdu o elementach Ik,m k=1,..,.Km=1, ..., M):

Ik,m :Uk,m : \) G/im +Bk2,m (11)

Wartosci pradu sg wiec skorelowane z warto$ciami napiecia, konduktancji i su-
sceptancji.
Oblicza si¢ macierz wartosci przesunigcia fazowego o elementach ¢,

Bk m
¢, = arctg—" (12)
kom
Przesuniecie fazowe jest wiec skorelowane z wartosciami konduktancji i suscep-
tancji.
Obliczenia opisane wzorami (11) i (12) modeluja zjawiska fizyczne decydujace
o wartosciach pradu i przesunigcia fazowego.
Macierze o elementach I, , U, i¢, traktuje si¢ jako wyniki k-tej obserwacji
w m-tym pomiarze posrednim jednoczesnym, zlozonym z K obserwacji.
Sposobem pierwszym (kolumnami) niepoprawiong estymate konduktancji
w m-tym symulowanym pomiarze, zgodnie z (2) i (3), oblicza si¢ ze wzordw:

’

L Sl Ui Sl do= e Yo, Go= ey, (13
m K m K k.m ¢m K — ¢k,m’ m U/ ¢m

k=1 k= m

Poprawke w sposob ogélny wyrazaja wzory (6) i (7), a poprawiong estymate — (8).
Wzory (6) i (8) w danym konkretnym przypadku - patrz (9) - przyjmuja forme:

xl =1
3 3 m m
m 1 ZZ a ‘xl x]) przy CZ)]II x2"n = UI:I 5 Gp:n = G/,n + me (14)
i— xz X
o X3, =9,
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Znacznie prostsze jest obliczanie sposobem drugim (wierszami). Sprowadza sie
ono do wykorzystania wzoréw:

(15)

Mw

! k,m 1

Gk,m = ) - COS ¢k,m ’ m e
k,m K k=1
Wyniki symulacji w odniesieniu do estymat przedstawiono w kolumnie 2 ta-
blicy 3, gdzie podano wartosci $rednie arytmetyczne estymat z M symulowanych

pomiaréw o K obserwacjach.

4, Eksperyment symulacyjny Monte Carlo.
Pomiar posredni jednoczesny - obliczenia odchylenia empirycznego

Rozwazania oparto tutaj o przyklad pomiaru przyjetego za podstawe ekspery-
mentu symulacyjnego. I tak w m-tym pomiarze odchylenie empiryczne estymaty G/,
obliczanej sposobem pierwszym (kolumnami) wyraza si¢ wzorem:

G el ' Tag ’
i | | 305 s 4|35 +
u(C) = maG’ oG, ’ G, aG(pm ,.9G, G, (16)
2. L0 Py (Uy+2- S Dy (U, Ln oy (@1
A T A T P A PR A

zawierajacym pochodne czastkowe estymaty G' wartosci wyjsciowej po estymatach
I', U'i @' warto$ci wejsciowych, odchylenia empiryczne wartoséci wejsciowych:

I
przy czym x =<lubU (17)
lub ¢

K
([7U) K_l';(lk,m_Im).(Uk,m_Um)
1 K ’ 4
(U,(D) 71'2((]1(,»1 _Um)'((/’k,m _(pm) (18)
k=1
1 LS /’ ’
um(¢’1) I Z( k,m q)m)'([k,m_[m)

W przeciwienstwie do tak zlozonej procedury obliczania odchylenia empirycznego
estymaty G/, obliczanej sposobem pierwszym (kolumnami), obliczanie odchylenia
empirycznego estymaty G” obliczanej sposobem drugim (wierszami) sprowadza sie
do wykorzystania wzoru:

(19)
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Wyniki symulacji w odniesieniu do odchylen empirycznych przedstawiono
w kolumnie 3 tablicy 3, gdzie podano wartosci $redniokwadratowe odchylen empi-
rycznych z M symulowanych pomiaréw o K obserwacjach.

Zgodnie z koncepcjami Przewodnika [1] obliczone odchylenia empiryczne iden-
tyfikuje sie z niepewnosciami standardowymi typu A.

5. Eksperyment symulacyjny Monte Carlo.
Pomiar posredni jednoczesny — obliczenia prawdopodobienstwa

Przy przyjetym w eksperymencie zalozeniu o pominieciu efektéw systematycz-
nych wywotanych niedoktadnoscia przyrzadéw pomiarowych, niepewnoscia roz-
szerzong U (G, ) m-tego pomiaru jest iloczyn wspdtczynnika rozszerzenia przez
niepewnos¢ standardows typu A, czyli przez odchylenie empiryczne s (G, ). Wspot-
czynnikiem rozszerzenia jest natomiast kwantyl rozkladu ¢-Studenta z liczbg stopni
swobody v = K - 1 przy zalozonym poziomie ufnosci p, czyli ¢ (v). Tak wigc niepew-
noscig m-tego pomiaru jest:

U,(G,)=t,v)s,(G,) przy czym G, =Gp, lub G, =G (20)

Tab. 3. Wyniki eksperymentu MC. Pomiar posredni jednoczesny.
Wartoéci state: M = 10°, o, = 0,3 %-EG, 0, =10 %-EG

1. 2. 3. 4.
Nr Estymata w %EG — Odch. empiryczne Prawdopodobienstwo
wier- Sposéb obliczent warto$¢ srednia w %EG — wartos¢ empiryczne P, w %

p arytmetyczna $redniokwadratowa dla poziomu ufnosci

sza o o
z M pomiaréw z M pomiaréw pP=95%

1. K=5,0,=0,3%EU
2. | Pierwszy (kolumnami) 100,001 0,278 98,5
3. Drugi (wierszami) 100,000 0,134 95,0
4. K=100,0,=0,3 %EU
5. | Pierwszy (kolumnami) 100,003 0,0753 100,0
6. Drugi (wierszami) 100,000 0,0300 95,2
7. K=5,0,=10%-EU
8. | Pierwszy (kolumnami) 99,200 0,278 44.4
9. Drugi (wierszami) 100,000 0,134 95,0
10. K=100,0,=10 %EU
11. | Pierwszy (kolumnami) 99,009 0,0756 0,0
12. Drugi (wierszami) 100,000 0,0300 95,1

Poniewaz w eksperymencie symulacyjnym znana jest warto$¢ oczekiwana EG
(warto$¢ prawdziwa!) mierzonej wielkosci, wigc dla M symulowanych pomiaréw
mozna obliczy¢ prawdopodobienstwo empiryczne P, tego, ze EG miesci si¢ w prze-
dziale ufnosci:
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P{EGe[G,~U,(G,).G,+U,(G,)]}=

| u {1 gdy EG€[G,-U,(G,).G,+U,(G,)] 1)
M

0 gdy przeciwnie

m=1

Wyniki obliczen prawdopodobienistwa P_ przedstawiono w kolumnie 4 tablicy 3.

6. Pomiar posredni jednoczesny — dyskusja wynikow eksperymentu
symulacyjnego

Wyniki eksperymentu symulacyjnego, zaprezentowane w tablicy 3, jednoznacz-
nie wskazujg drugi sposéb obliczen (wierszami) jako ten, ktéry w pomiarze po-
srednim jednoczesnym prowadzi do poprawnych wartosci:

— estymaty mezurandu — kol. 2 tablicy 3 — warto$¢ $rednia arytmetyczna estymat
z M = 10° symulowanych pomiardw jest, praktycznie biorac, rdwna zatozonej
wartosci oczekiwanej EG, czyli wartosci prawdziwej,

— odchylenia empirycznego estymaty mezurandu — kol. 3 tablicy 3 — warto$¢
sredniokwadratowa odchylenia empirycznego z M = 10° symulowanych pomia-
réw jest, praktycznie biorac, rbwna wartosci teoretycznej, réwnej o, / VK, tzn.
0,134 %-EG dla K=51i0,03 %-EG dla K = 100,

— prawdopodobienstwa tego, ze warto$¢ EG miesci sie¢ w przedziale niepewnosci
rozszerzonej — kol. 4 tablicy 3 — prawdopodobienstwo empiryczne P, jest, prak-
tycznie biorac, réwne zalozonemu poziomowi ufnosci.

O przewadze drugiego sposobu obliczen (wierszami) nad pierwszym (kolumna-
mi) $wiadcza tez wyniki testu zgodnosci histogramu empirycznej zmiennej ¢-Stu-
denta z wykresem tej zmiennej dla tej samej liczby stopni swobody pokazane w [4]
inarys. 2.

0.8 0,4 | |
o(f) 0.4 a) G o)) 02— ) { W A
0 il - 0 afl [T

-4 -2 0 2 4 t -4 -2 0 2 4 t

Rys. 2. Histogramy gesto$ci prawdopodobienstwa g(t) empirycznej zmiennej t-Studenta
na tle wykresu statystyki Studenta dla liczby stopni swobody 4 i dla estymat obliczonych:
a) — sposobem pierwszym (kolumnami), b) — sposobem drugim (wierszami)
dlaK=5,0.=0,3%-EG, 0,=10 %-EG oraz o, = 0,3 %-EU

7. Pomiar posredni niejednoczesny — eksperyment symulacyjny

W toku dyskusji na konferencjach naukowych, na ktérych autor prezentowal
przedstawiang tu problematyke, pojawilo sie pytanie, jak ksztaltuja si¢ wyniki obli-
czenn omawianymi dwoma sposobami, gdy pomiar posredni jest niejednoczesny.

Odpowiedzi dostarcza znowu eksperyment symulacyjny, zrealizowany za po-
mocg aplikacji Mathcad 14. Eksperyment ten rézni si¢ od opisanego w podrozdz. 3
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eksperymentu symulujacego pomiar posredni jednoczesny tym, ze macierz wartosci
pradu o elementach I, oblicza si¢ ze wzoru:

Ik,m = Uk,m+l : \/ sz,m + Bl?,m (22)

— zamiast ze wzoru (11), tzn. warto$¢ pradu o numerze m uzaleznia si¢ od wartosci
napiecia o numerze m + 1. Wartosci pradu nie sg wiec skorelowane z warto$ciami
napiecia.

Podobnie macierz wartosci przesuniecia fazowego o elementach ¢, oblicza si¢
Ze WZOru:

k,m+1

@i = AICL (23)

k,m+1
dzieki czemu przesunigcie fazowe nie jest skorelowane z warto$ciami konduktancji
i susceptancji. Nie s3 zatem ze sobg skorelowane wartodci [, , U, i¢, .

Tu uwaga: Wiarygodno$¢ symulacji Monte Carlo zasadza si¢ na zalozeniu, ze
generowane liczby pseudolosowe majg nie tylko zadany rozklad prawdopodobien-
stwa, ale tez, ze kolejne ich realizacje sa od siebie statystycznie niezalezne. Wedlug
wiedzy autora generatory liczb pseudolosowych aplikacji Mathcad 14 te warunki
w wysokim stopniu spelniajg.

Wyniki eksperymentu symulacyjnego, dotyczace pomiaru posredniego niejed-
noczesnego zestawiono w tablicy 4. Wskazuja one na niewielkg przewage sposobu

Tab. 4. Wyniki eksperymentu MC. Pomiar posredni niejednoczesny.
Wartodci state: M = 10°, 0, = 0,3 %-EG, 0, = 10 %-EG

1. 2. 3. 4.
Nr Estymata w %EG — Odch. empiryczne Prawdopodobienstwo
wier- Sposéb obliczent warto$¢ §rednia w %EG — warto$¢ empiryczne P w %
wa P arytmetyczna $redniokwadratowa dla poziomu ufnosci
z M pomiaréw z M pomiaréw pP=9%

1. K=5,0,=03%EU

2. |Pierwszy (kolumnami) 100,005 0,433 93,6

3. Drugi (wierszami) 100,007 0,491 96,1

4, K=100,0, =03 %EU

5. | Pierwszy (kolumnami) 100,004 0,0876 87,9

6. Drugi (wierszami) 100,006 0,1103 94,9

7. K=5,0,=10%EU

8. |Pierwszy (kolumnami) 100,21 6,40 95,0

9. Drugi (wierszami) 101,04 6,52 95,0

10. K=100,0,=10%-EU
11. |Pierwszy (kolumnami) 100,01 1,42 95,1
12. | Drugi (wierszami) 101,04 1,46 90,1
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pierwszego (kolumnami), szczegdlnie przy duzej wartosci (o, = 10 %- EU) losowe-
go rozrzutu napigcia zasilajacego uktad pomiarowy — zwlaszcza przy duzej liczbie
K =100 obserwacji — wiersz 11 tablicy 4.

Ostatni wniosek sklonil do rozszerzenia badan na jeszcze wigksze liczby obser-
wagcji: K =500 i K = 1000. Ze wzgledu na ograniczone zasoby pamieci, jakimi dys-
ponuje aplikacja Mathcad 14 przy tworzeniu macierzy, liczbe symulowanych pomia-
réw nalezato ograniczy¢ do M = 10*. Wyniki zestawiono w tablicy 5.

Tab. 5. Wyniki eksperymentu MC. Pomiar posredni niejednoczesny o duzej liczbie K
obserwacji. Wartosci state: M = 10%, o, = 0,3 %-EG, 0, =10 %-EG, 0,= 10 %-EU

1. 2. 3. 4.
N Estymata w %EG — Odch. empiryczne | Prawdopodobienistwo
r a1 N y . N
wier- Sposéb obliczert warto$¢ Srednia w %EG — warto$¢ empiryczne P, w %

arytmetyczna $redniokwadratowa dla poziomu ufnosci

sza Y S
z M pomiaréw z M pomiaréw pP=95%

1. K =500

2. | Pierwszy (kolumnami) 100,006 0,637 94,9

3. Drugi (wierszami) 101,037 0,653 64,9

4. K =1000

5. | Pierwszy (kolumnami) 100,005 0,450 95,4

6. Drugi (wierszami) 101,037 0,462 38,9

Potwierdzaja one wczesniejszy wniosek, Ze przewaga sposobu pierwszego
(kolumnami) objawia si¢, praktycznie biorac, tylko przy duzej liczbie obserwa-
cji. Wykonywanie liczby obserwacji wigkszej niz kilkadziesigt nie jest na ogot real-
ne. Praktycznie jest mozliwe wtedy, gdy pomiary sa automatycznie powtarzane ze
znaczng czestotliwoscig. Taka mozliwo$¢ wystepuje w szczegdlnych przypadkach,
ale wtedy zachodzi obawa skorelowania kolejnych wynikéw i tzw. efektywna liczba
obserwacji zmniejsza si¢ — patrz rozdzial autorstwa A. Zigby.

8. Podsumowanie i wnioski

Inspiracje dla podjecia przedstawionej problematyki stanowila wiedza pozyska-
na od metrologéw starszej daty, ktérzy nie dysponujac tak poteznym narzedziem,
jakim jest symulacja za pomoca komputera, na podstawie swojego do$wiadczenia
i intuicji wskazywali, ze pomiar posredni powinien by¢ jednoczesny i opracowy-
wany wierszami. Wéréd nich autor pragnie wymieni¢ swoich Nauczycieli: zastepce
profesora mgra inz. Zygmunta Paryskiego i prof. Artura Metala.

Wryniki zaprezentowanych eksperymentéw symulacyjnych mozna wypunkto-
wac nastepujaco:

1) Pomiar posredni jednoczesny w przedstawionych eksperymentach symulacyj-
nych wykazal bezwzgledna wyzszo$¢ nad pomiarem posrednim niejednocze-
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snym, zwlaszcza wtedy, gdy obliczenia wykonuje si¢ sposobem drugim (wier-

szami). Na te wyzszo$¢ wskazujg wiersze 3, 6,91 12 tablicy 3, z ktérych wynika, ze

takie polaczenie sposobu pomiaru i obliczen prowadzi do poprawnych, w sensie
statystycznym, warto$ci estymaty mezurandu i wartosci niepewnosci standardo-
wej typu A, jak to szczegélowo oméwiono w podrozdziale 6. Z zestawien war-

tosci sredniokwadratowych odchylen empirycznych wg tablicy 3, kolumna 3,

a mianowicie wiersza 3 zwierszem 2, w.6 zw.5,w.9zw. 8iw. 12zw. 11 Wynika,

ze w eksperymencie symulacyjnym przy obliczaniu wierszami otrzymano ok.

2,5-krotnie mniejsze warto$ci sredniokwadratowe odchylenia empirycznego, niz
przy obliczaniu kolumnami.

2) Konkluzja: pomiar posredni jednoczesny jest dokladny w sensie statystycz-
nym, gdy obliczenia wykonuje si¢ sposobem drugim (wierszami). Ta doklad-
no$¢ w sensie statystycznym nie oznacza jednak, ze w kazdym konkretnym po-
miarze wartosci estymaty mezurandu i odchylenia standardowego sa dokladne,
bo estymaty mezurandu podlegaja statystyce Studenta, a kwadraty odchylen em-
pirycznych - rozkladowi gamma.

3) Drugisposob obliczen (wierszami) wydaje si¢ w niewielkim stopniu mniej po-
prawny przy pomiarze posrednim niejednoczesnym, ale ma istotng przewage
nad sposobem pierwszym (kolumnami), zwlaszcza przy duzej liczbie zmiennych
wejsciowych: postuguje si¢ znacznie prostszymi wyrazeniami matematycznymi
- np. (15) zamiast (13) i (14) oraz (19) zamiast (16), (17) i (18). Nie wymaga tez
analizy korelacji miedzy zmiennymi wej$ciowymi. W efekcie jest mniej podatny
na omytki w obliczeniach — mniej podatny na btedy grube.

4) Pierwszy sposob obliczen (kolumnami) wykazuje, pod wzgledem doktadnosci
w sensie statystycznym, niezbyt wielka przewage nad sposobem drugim (wier-
szami) przy pomiarze posrednim niejednoczesnym — wiersze 8 i 11 tablicy 4 -
zwlaszcza przy duzej (raczej nierealnej w praktyce) liczbie obserwacji — wiersz
11 tablicy 4 i wiersze 2 i 5 tablicy 5.

5) Pomiar posredni jednoczesny jest znacznie dokladniejszy od pomiaru po-
$redniego niejednoczesnego. Wartosci sredniokwadratowe odchylen empirycz-
nych w kolumnie 3 tablicy 3 s kilka, a nawet kilkadziesigt razy mniejsze od
odpowiednich wartosci w kol. 3 tablicy 4.

Nalezy jednak tez rozréznia¢ omawiane sposoby obliczen w aspekcie definicji
mezurandu:

- sposob pierwszy (kolumnami) daje wartos¢ wyjsciowa - funkcje wartosci
$rednich wielkosci wejsciowych,

- sposéb drugi (wierszami) daje wartos¢ $rednia funkcji.

Moga to by¢ definicje réznych wielkosci. Np. w przypadku pomiaru mocy po-
przez pomiar napiecia, pradu i przesunigcia fazowego w pierwszym przypadku jest
to moc wartoéci $rednich, a w drugim moc $rednia. Sg to rézne moce, a kazda z nich
moze mie¢ sens w innym, konkretnym zagadnieniu pomiarowym.

Tak wigc trudno jest sformulowac jeden uniwersalny i jedynie stuszny algorytm
obliczen. Kazde zadanie pomiarowe wymaga wnikliwej analizy i tworzenia algoryt-
mu obliczen, adekwatnego do fizyko-technicznego sensu mierzonej wielkosci.
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Nalezy zauwazy¢, ze przedstawione algorytmy obliczeniowe postuguja sie war-
toscig $rednig arytmetyczng jako estymatorem warto$ci oczekiwanej. Jest to w petni
poprawne, gdy zmienna losowa ma rozklad normalny. Tymczasem zmienna losowa,
ktora jest nieliniowa funkcjg innych zmiennych losowych nie ma rozkladu normal-
nego nawet wtedy, gdy te inne zmienne losowe maja rozktady normalne.

Ponadto nalezy mie¢ na uwadze, ze pomiar posredni niejednoczesny mozna
traktowac jako zlozenie niezaleznych pomiaréw wielkosci wejsciowych. Takie po-
dejscie wydaje si¢ bardziej ogélne. To jednak wykracza poza zakres tego rozdziatu.

9. Podziekowania

Treéci tego rozdziatu ksztaltowaly sie miedzy innymi w dyskusjach podczas
konferencji metrologicznych. Dlatego tez autor pragnie podzieckowaé szczegdlnie
aktywnym dyskutantom, a zwlaszcza Pani prof. Annie Domanskiej z Politechniki
Poznanskiej i Panom prof. prof. Tadeuszowi Skubisowi z Politechniki Slaskiej i Mi-
chalowi Lisowskiemu z Politechniki Wroctawskiej za zainteresowanie si¢ prezento-
wanymi tu zagadnieniami i istotny wktad w tresci przedstawione w tym rozdziale.
Szczegdlne podziekowanie nalezy si¢ prof. A. Domanskiej, ktéra wykonata zmudna
prace wyszukania w [1] i [2] istotnych fragmentéw odnoszacych si¢ do pomiarow
posrednich.

Znaczacy wklad w udoskonalenie rozdziatu pod wzgledem terminologicznym
ma Pan dr Pawel Fotowicz z Gtéwnego Urzedu Miar.

Autor pragnie wymieni¢ tez Pana Macieja Lesniaka, studenta Wydzialu Elek-
trycznego ZUT, ktory zainteresowal si¢ zagadnieniem podczas wyktadu i zwrdcit
uwage na to, ze przy liczbie obserwacji dazacej do nieskonczonosci wartosci $rednie
wielkosci wejéciowych (przy niezbednych zatozeniach) daza do wartoéci prawdzi-
wych. Zainspirowalo to autora do realizacji eksperymentu symulacyjnego przy duzej
liczbie obserwaciji.
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