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1. Wprowadzenie 

W praktyce często wartości kilku obserwacji próbki pomiarowej 

istotnie odstają od pozostałych danych.  

Nawet niewielka ich liczba może znacząco zmienić parametry 

statystyczne próbki o małej liczbie elementów.  

 W wielu przypadkach nie ma możliwości powtórzenia, lub 

uzupełnienia pomiarów.  

Wartość i niepewność wyniku takich pomiarów, 

obliczone wg zasad przewodnika GUM  mogą  

okazać się niewiarygodne. 

Stosuje się różne testy statystyczne, np. test Grabssa, do 

zidentyfikowania i usunięcia danych odstających (ang. outliers).  

Jest to właściwe i skuteczne tylko dla dużych próbek. 

Dla małych próbek - usunięcie kilku danych (1 - 3-ech) zmniejsza 

istotnie dokładność estymacji niepewności uA  

[wg GUM dod. E.1 SD(uA)/uA ≈ {√2(n-1)}-1 np. dla n=4 - 42%, n=3 - 52% ] 

! 
Teza:  Przy małej liczbie danych w próbce bardziej prawidłowe jest 

stosowanie do oszacowań  metod odpornych  na dane odstające.  

Omówi się zastosowanie dwu metod odpornych 

Rozkłady o tzw. „ciężkich ogonach” 
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• W praktyce często otrzymuje się rozkłady prawdopodobieństwa (jako 

przybliżenia histogramów) o obu bokach opadających wolniej niż w 

rozkładzie normalnym (ang. heavy tails distributions – rozkłady o „ciężkich 

ogonach”).  

•  Zwykle nie są to funkcje o charakterze wykładniczym. 

•  Właściwość ta występuje z reguły dla próbek o małej liczebności danych. 

•  W małych próbkach pojawia się też asymetria. 

-  Współczynnikiem charakteryzującym asymetrię jest skośność g (ang. skewness). 
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Metody przetwarzania danych próbki z wartościami odstającymi, 
czyli outlierami   

Pogląd J. Tukey’a [5]:  

„normalność rozkładu danych eksperymentalnych jest mitem i  
takiego rozkładu nie było w praktyce i nigdy nie będzie”.  

Odnosi się to szczególnie do próbek o małej liczbie danych.  
  

Powody powstania odstających wartości obserwacji:  
 - błędy wynikłe z nieprzestrzegania zasad prowadzenia doświadczenia,  
 - różnice dokładności  dla różnych wartości danych,  
 - błędy i omyłki w odczycie przetwarzaniu wyników obserwacji,  
 -  niesprawność użytych przyrządów pomiarowych. 
  - chwilowe wpływy zewnętrzne o dużej intensywności i wiele innych.  
 

• 1. Metoda kontaminacji 

• Założenia: 
      - parametry statystyczne warunków pomiarów, systemu pomiarowego i obiektu są niezmienne. 
      - wartości danych w próbce są pobrane z populacji o rozkładzie normalnym,  
 ale dane odstające , czyli outliery, są z innego rozkładu.  

Outliery należy zidentyfikować przez testy statystyczne i usunąć. 

• 2. Metody odporne  na występowanie danych odstających, czyli outlierów 
• Założenia: 
 -  w rzeczywistości występuje przestrzenno-czasowa zmienność  

    warunków pomiaru oraz parametrów systemu i obiektu badań. 

  -  dane próbki pochodzą z populacji o rozkładzie niegaussowskim. 

 

1. Metoda klasyczna. Kryteria Grubbsa dla próbek o liczebności n 

6 

Trzy rodzaje punktów odstających (outlierów) wg testu Grubbsa 

sxxG nn /||max 
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Współczynnik skośności próbki g
 
 

7 

Dla próbki o n elementach xi z populacji generalnej X szacuje się 

współczynnik skośności g  za pomocą jej momentów centralnych m2=s2  i  

m3, jako estymatorów momentów µ2,  µ3 tej populacji.  

W [3] i [4] dla skośności g próbki podano wzór  
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W programach statystycznych używa się też standaryzowanego 

współczynnika skośności próbki SSKE = g/√6/n  [4].  

Dla n >150 i populacji symetrycznych rozkład praktycznie jest normalny.  
 

Spotyka się w literaturze nieco inne postacie wzoru dla współczynnika 

skośności g, ale różnice uwidaczniają się tylko dla bardzo małych próbek.  
 

W statystyce stosuje się też różne nieklasyczne miary skośności, np. 

współczynnik Lorentza [4]. 
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Wariancja współczynnika skośności 
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Wariancja D(g) próbek wg  Smirnova [2]  

Wariancja współczynnika skośności g dla próbki  

o n elementach z populacji o rozkładzie normalnym 

O(∙) - człon resztkowy 1/n3 
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Histogramy skośności małych próbek o n elementach 

9 

n = 3 n = 4 

n = 6 n = 8 

n = 10 n = 50 

Zależność parametrów współczynnika skośności g próbki  

(ang. skewness) od jej liczebności n 

Średni moduł skośności |g|  i 

odchylenie standardowe S(g)  

dla próbek z rozkładu normalnego 

o osiągają maksima dla bardzo 

małych n i  maleją do zera   

dla n → ∞.  

Również ich rozkłady dla małych n 

znacznie odbiegają od normalnych.  

Wstępują też pseudo-outliery. 

3
3
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m
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s  - odchylenie standardowe 

m3 - trzeci moment centralny, 



2017-03-07 

6 

11 

Porównanie zależności SD skośności od liczby elementów n próbek z 

populacji o kilku rozkładach 

Wnioski.  

Charakter przebiegów standardowych odchyleń 

(STD) skośności trzech rozkładów jest podobny.  
Przebieg dla próbek o rozkładzie normalnym jest 

pomiędzy przebiegami dla próbek o rozkładzie 

jednostajnym i trójkątnym.  

 2. Metody statystyki odpornościowej 
• Metody statystyki odpornościowej powstały w latach 1960 i rozwijają się nadal.  
• Metody te stosuje się już w różnych zadaniach przetwarzania danych, do kalibracji pomiarów 

wieloparametrowych, w specjalizowanych technikach pomiarowych,  np. w chemometrii  oraz 
w porównaniach  międzylaboratoryjnych.   

 Źródła wiedzy o metodach odpornych: 
• Istnieje wiele publikacji i pozycji książkowych w języku angielskim. 
• Niektóre metody odpornościowe są oprogramowane, m. in. w MatLab,  

• Międzynarodowe normy dotyczące badań laboratoryjnych ISO 5725-5, ISO 13528: 2009-01 
  (metody te nie trafiły jeszcze do przewodnika wyznaczania niepewności GUM i jego Suplementów !)  

•  Książki autorów polskich zawierające  rozdziały omawiające metodyodporne:  
       - Domański Cz., Pruska A. „Nieklasyczne metody statystyczne” PWE 2000 [6]: 
       - skrypt śp. J. Piotrowskiego z Politechniki Śląskiej i jego monografia 
         z  K. Kostyrko ‘Wzorcowanie aparatury pomiarowej” (2000 i wyd. nowe 2012) , 
       -  A. Zięba „Analiza danych w naukach ścisłych i technice” PWN 2013 
• Publikacje autorstwa metrologów polskich:   
         -  D. Buchczik (Pol. Śl.) PAK 5/2008,  
         -  od 2012 r. artykuły E. Volodarskiego, L. Koshevoj i Z. Warszy (4 tematy, 15 art.,  
            w tym 8 po polsku)  i rozdz. 11 w monografii Z. Warszy. 
         -  wiele międzynarodowych publ. angielskich Zespołu Chemometrii z Uniwersytetu Śląskiego  
• W języku rosyjskim:  
        - przetłumaczona podstawowa pozycja J. Tukey’a z ubiegłego wieku,  
        -  kilka opracowań autorów rosyjskich. 
        - E. Volodarski i L. Kosheva: „Techniczne aspekty akredytacji laboratoriów badawczych”  
           Wydawca: Uniwersytet Techniczny w Vinnicy, Ukraina 2013, rozdz. 7.5 
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Dodatek F. Statystyka odpornościowa  

s. 242-256 
 

 

Rozdz. 9.  Procedury estymacji odporne na błędy grube 
Rozdz. 10.  Procedury estymacji charakterystyk   
                     wielowymiarowych      s. 312-327  i 328-349 

ISO 13528: 2009-01. Statistical method for use in proficiency testing by 
interlaboratory comparisons. Annex C (normative) Robust Analysis (p. 104-105) 
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ISO 13528: 2009-01. Statistical method for use in proficiency testing by 
interlaboratory comparisons. Annex C (normative) Robust Analysis (p. 105 -106) 

 

 

Rozkład mieszany wg Tukey’a uwzględniający dane odstające 

F(x) = (1- ε) N (μ, σ2) + ε N (μ, 9σ2)   for ε = 0.2.  
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Metody statystyki odpornościowej zwiększają wiarygodność statystyczną 

identyfikacji parametrów próbek o małej liczbności n. 
 

I. Metoda absolutnego medianowego odchylenia MADn   

 ( Median Absolute Deviation).  

              Dla próbki o n elementach:                  (2) 

              gdzie:   xi - i-ty element próbki              - jej mediana. 
 

Do dokładniejszego oszacowania odchylenia standardowego  próbki w zależności od liczby jej 

elementów n stosuje się współczynnik korekcyjny k(n) o wartościach podanych w [6],  

np. k (4)=2,019. Stąd otrzymuje się odchylenie standardowe  
 

                 (3)  

 

Jest ono odporne na dane odstające. 

Metoda ta jest bardzo prosta i nie jest wrażliwa na maksymalną wartość bezwzględną 

odchylenia elementu próbki od centrum jej rozkładu.  
 

Odchylenie standardowe      ma inną wartość, niż s obliczone z rzeczywistych danych próbki 

wg GUM. 

2. I/1   Procedury odpornościowe 2. I/1   Procedury odpornościowe 

 nin Mx  medMAD

 in xM med

  nnks MADˆ 

ŝ

ŝ

[6] Randa Proposal for KCRV and Degree of Equivalence for GTRF Key 
Comparisons. NIST, (2000) and update (2005) 

 Tabela 1. Zmodyfikowana odporna procedura medianowa             

s(xn)  k(n)MAD  

 

 
n k (n)  n k (n) n k (n) 

2 1,773 10 1,626 50 1,507 

3 2.206 11 1,601 100 1,494 

4 2,019 12 1,596 1000 1,484 

5 1,800 13 1,581 2000 1,483 

6 1,764 14 1,577 . . 

7 1,686 15 1,566 . . 

8 1,671 20 1,544 ∞ 1,483 

9 1,633 25 1,530 

22. I/2  Zmodyfikowana ocena medianowa 
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Metoda Hubera, jest jednym z podstawowych narzędzi matematycznych 

statystyki odpornościowej (robust statistics). 
 

W metodzie tej zakłada się, że tylko część środkowa rozkładu gęstości 

prawdopodobieństwa (probability density function PDF), tj. dla małych 

odchyleń od estymatora wartości menzurandu, nie odbiega zbytnio od 

przyjętego rozkładu normalnego jako modelu teoretycznego.   
 

Dzięki małej wrażliwości na dane odstające (outliery) umożliwia ona 

poprawę wiarygodności wyników przy próbkach o małej liczności. 
 

Metodę można zaliczyć do grupy metod odpornych iteracyjnych.  
 

Metodę zilustruje się przykładem jej zastosowania do atestacji 

dokładności procedur badawczych i kontrolnych dokonywanej  

poprzez porównanie wyników w badaniach między-laboratoryjnych. 
 

Inicjatorem przedstawienia tej metody polskiemu środowisku 

metrologicznemu na sympozjach PPM’12, Automation i innych 

 był prof. Eugenij Vołodarski z Politechniki Kijowskiej 

(z pomocą doc. Zygmunta Warszy PIAP) 

 

2. II2. II./1   Metoda odporna Hubera (Algorytm A wg ISO -5) 

2. II./2 Podstawy matematyczne metody odpornej Hubera  
 

• przyjmuje się model z outlierami, czyli danymi odstającymi, o bardziej 
rozciągniętych "ogonach" niż dla PDF rozkładu normalnego . 

• Pozwala to zachować wygodne do analizy założenie o hipotetycznej 
jednorodności populacji do statystycznego oszacowania i równocześnie 
uwzględnić informację zawartą w odchyleniach odstających. 

• Tylko dla centralnej części wartości danych stosuje metodę najmniejszych 
kwadratów MNK, a poza granicami tego przedziału, wykorzystuje kryterium 
mini-max MNM by zmniejszyć wpływ danych odstających (outlierów), ale ich 
nie usuwać.  

• Dla zmniejszenia czułości na odstające wartości danych w [5] stosuje się 
funkcjonał 

           (1) 
  

 gdzie : - postać funkcji        zależy od pewnego parametru c 
 

 Dla małych odchyleń |ε|=|xi-μ|<cσ  (gdzie: σ - odchylenie standardowe) 

 jest to funkcja kwadratowa,  

 Dla dużych odchyleń |ε|=|xi-μ| > cσ minimalizuje się moduł odchyleń.     
 

Te obszary czułości metody ilustruje rys 1. 
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II./3   Podstawy metody odpornej Hubera cd.  

Rys 1. Względna funkcja czułości metody 
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- dla "zanieczyszczenia" 1%  c=2,    

- dla "zanieczyszczenia" 5% c=1.4.  
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Jako ocenę środka grupowania 

rozkładu próbki odporną na dane 

odstające preferuje się medianę. 
 

Z badań wynika [6], że jako środkowy 

przedział najlepszy jest rozstęp między 

trzecim (P =3/4) i pierwszym (P =1/4) 

kwartylami (inter-quartile mid-range). 

Kwartyle te odległe są od środka tego 

przedziału o odchylenie ćwiartkowe. 

Dla tego przedziału powierzchnia pod 

krzywą rozkładu Gaussa wynosi 50%. 
  

W metodzie tej stosuje tzw. winsoryzację 

danych odstających, tj. sprowadzanie 

ich na granice środkowego przedziału 

międzykwartylowego.  

(2) 

II./4   Metoda odporna Hubera cd. 

Dla ustalenia zależności pomiędzy parametrami rozkładu PDF "obciętego" i dla całej 

populacji, tj. aby spełnić warunek skalowania, konieczne jest przeliczenie odchylenia 

standardowego przy użyciu współczynnika korygującego,  

który wyznacza się z początkowego rozkładu pdf 
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Jako ocenę środka grupowania przyjmuje się medianę oryginalnej serii danych, 

bardziej odporną na dane odstające (outliery) niż średnia. Następnie z (3) oblicza 

się s* i po wyborze c=1,5, granicę obszarów stosowania 

metody MNK i metody najmniejszego modułu MNM.  
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Rys. 2. Definicja rozstępu między-kwartylowego:  

          rzędne pierwszego i trzeciego kwartyla  
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II./5   Metoda Hubera cd 
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Stosując warunki (2), otrzymuje się zmodyfikowany szereg danych  

którego wartość średnia 

, Po podstawieniu      i ,       ,   wyznacza się z (3) - odchylenie standardowe  
 

Obliczoną wartość  wykorzystuje się z kolei do obliczenia "nowego"  

stabilnego odchylenia standardowego 

 
 

(Współczynnik 1,134 odpowiada c =1,5 dla rozkładu normalnego)   

 
  Otrzymaną wartość       wykorzystuje się do obliczenia nowej granicy     

 

Kontynuuje się procedurę w sposób jak powyżej.  

 

Na podstawie  wartości        obliczonych w bieżącym i poprzednim kroku iteracji 

określa się zbieżność algorytmu.  

 

Procedurę powtarza się, aż zmiany        i        pomiędzy kolejnymi krokami staną się 

minimalne. Zastosowania metody przedstawi się w przykładzie 1. 

*
ix

 
3. Istota badań międzylaboratoryjnych. 

Wprowadzenie  

 

 
Sympozja: PPM’ 2012, PPM’ 2014, 
Podstawowe Problemy metrologii 

Automation 2014, Automation 2015 
Kongres Metrologii 2013 

Konferencje Międzynarodowe 
Publikacje w języku polskim i angielskim 

 

Larysa Kosheva 

Instytut Lotnictwa Kijów 

Ievgen Volodarskyi 

Politechnika Kijowskа 

Zygmunt Warsza 

PIAP Warszawa 
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Аннотация  

Рассмотрены технические вопросы 

аккредитации испытательных лабораторий, 

пути достижения сопоставимости и взаимного 

признания результатов испытаний. Приведено 

обоснование выбора унифицированных 

показателей точности результатов испытаний 

и методов их оценивания. Рассмотрены 

примеры практического применения 

предложенных методов оценивания 

результатов. 
Для научных работников, преподавателей, 
аспирантов, разработчиков методик 
испытаний, аудиторов (асессоров), экспертов 
органов по аккредитации и других 
специалистов в сфере испытаний.   

Монография  
 

Е.Т. Володарский, Л.О. Кошевая  

Технические аспекты аккредитации испытательных лабораторий 
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Istota badań międzylaboratoryjnych 

WPROWADZENIE  

• Rozpatruje się 
zagadnienie wzajemnego 
uznawania  przez klienta i 
dostawcę) wyników oceny 
jakości produktów 

• Wzajemne uznawanie 
wyników badań może 
zapewnić laboratorium 
badawcze o odpowiedniej 
biegłości, tj. o technicznych 
kompetencjach 
potwierdzonych przez 
akredytację. 

• Porównywalność wyników 
uzyskuje się dzięki ich 
dokładności i niezawodności. 

• Porównywalne wyniki można 
osiągnąć przez kompleksowe 
stosowanie współczesnych 
metod statystycznych. 
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Dokładność  wyników  badań 

Poprawność Precyzja 
Miara rozproszenia Błąd systematyczny 

Procedura  

badania 

Dostępność 
wzorców 

Оprzyrządo
-wanie 

Działania 

znormalizo-
-wane 

Operator 

Oddziaływania  

niekontrolowane 

у

Podstawowy statystyczny 

model wyniku pomiaru 

Y = m + B + e 
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Ilustracja estymacji składowych niepewności  

wyniku pomiaru wg zaleceń GUM  

30 

Miary oceny dokładności metod pomiarowych 

  Dokładność 

Accuracy 

Poprawność 

Trueness 

Precyzja 

Precision 

Systematyczny 

błąd 

laboratorium 
 

Laboratory bias 
 

Systematy-

czny błąd 

metody 
 

Вias of the 

measurеment 

method 

 

Powtarzal- 

-ność 
 
 

Repeata-

bility 

Pośrednie 

miary 

precyzji 
 

Intermediate 

measures of 

the precision  

Odtwarzal-

ność 

 
Reproduci-

bility 
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Organization of inter-laboratory experiment 

… … ... … k 1 … j … k 

1 i n Laboratory 

Result 

… … 

j j 1 1 k 

Test 

sample 

у

у

∑
1

1
k

j

iji y
k

y




∑
1=

1
=

n

i

ii y
n

y General  mean  value 

Laboratory  mean  value 

Metoda (procedura) prowadzenia badań  

• Współczesne przepisy o certyfikacji 
metody badań wymagają sprawdzania 
dokładności przez porównania 
międzylaboratoryjne  

• Porównania międzylaboratoryjne 
stanowią eksperymentalną realizację 
modelu procedury badawczej.  

 Uwzględnia się możliwe warianty 
warunków  przeprowadzania badań w 
laboratoriach.  

 Pozwala to na ustalenie parametrów 
charakteryzujących daną procedurę 
badań. 
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Organization of inter-laboratory experiment 

main statistical parameters 
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Laboratory  variance 

Repeatability  variance 

Between laboratory  

variance 

for  n → ∞ 

222
LrR   Variance of reproducibility 

Basic statistical model of the measurement result 

еВтy
у

++=

у
т - mean of test result  

B - laboratory component  

     of bias  

e - random component 

       in test result  
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System działań umożliwiający uzyskanie odpowiedniej  

jakości badań laboratoryjnych i ich ocenę.  

Metodyka  

17025: Standaryzacja, walidacja, atestacja, weryfikacja 

  5725:  Ustalenie parametrów 

 
Laboratorium badawcze 

5725: 
Wspólny 

eksperyment: 

wyznaczenie  

dokładności  Eksperymentalne wyznaczanie 
poprawności 

 Wynik ilościowy 

17025: Kontrola jakości wyniku 

17025, 5725: Kontrola zewnętrzna 

Porównanie  

z 

 laboratorium 

odniesienia 

17025, 5725: Kontrola wewnętrzna 

Sprawdzanie 

kwalifiko- 

walności 

wyniku 

Kontrola 

operacyjna 
Sprawdzanie 

stabilności 

wyniku 

Porównanie  

z 

SD, μ 

 

Tak 

Nie 

10012:     Działania korygujące 

Kompetencja laboratorium 

Akceptowanie 

wyniku? 

Stabilność 

wyniku? 
sr, sR,  

w przedziałach?  

Nie 

Tak 

Wspólna 

ocena 

ekspery-

mentalna 

 

& 

Tak 

sL 
w przedziałach? 

Nie 

Tak Tak 

Identyfikowalność 

 (wzorzec, SD) μ Niepewność wyniku badań 

Protokół 

Nie 

Eksperymentalne  

wyznaczanie precyzji 

; R;  r;  
; 

rR  iВ

36 

Ustalenie wskaźników (miar) dokładności metody  

 

 Porównania międzylaboratoryjne umożliwiają 
ustalenie miar dokładności do użycia  w 
dokumentacji normującej wymagania dla 
procedury danej metody badań. 
 

 Odchylenia standardowe powtarzalności        i 
odtwarzalności     oraz ich przedziały r, R; 

 Odchylenia standardowe pośredniej precyzji 

 Przеsunięcie wyniku     (poprawność, błąd 
systematyczny) spowodowane niedoskonałością 
procedury. 

  



r

R

 .І
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4./1 Zastosowanie metod odpornych. Przykład 1 
Dane liczbowe zaczerpnięto z [3]. W dziewięciu laboratoriach przeprowadzono wspólny 

eksperyment polegający na pomiarach porównawczych pewnej metody badawczej w celu 

oszacowania jej dokładności. Założono wstępnie, że wiarogodność pomiarów wszystkich 

laboratoriów jest jednakowa. Z pomiarów w laboratoriach otrzymano wartości średnie:  
 

24.140,   20.155,   19.500,   20.300,   20.705,  17.570,   20.100,  20.940,   21.185 
 

Dwa podkreślone wyniki (pierwszy i siódmy) istotnie różnią się od pozostałych.  

Wynik wspólny dla eksperymentu zostanie znaleziony dwoma odpornymi metodami. 
 

Metoda I: Obliczenie przeskalowanego odchylenia medianowego MADS 
 

Jeśli założy się, że wszystkie obserwacje pochodzą z pojedynczego rozkładu 

niegaussowskiego, to logiczną konsekwencją jest zastosowanie algorytmu,  

który nie wyróżnia żadnej z wartości otrzymanych z pomiarów.  

Sposób postępowania :  

- obliczenie mediany med =20,3 i uznanie jej za wynik pomiaru,  

- obliczenie odchylenia medianowego (median absolute deviation) MAD = 0,64 

(również ze wszystkich punktów). 

Za standardową niepewność pomiaru można uznać przeskalowane odchylenie 

medianowe  MADs  

   s(x)  MADs =   MAD (6) 

 = 1,483 jest teoretycznym stosunkiem  s/MAD rozkładu normalnego gdy n  . 

4./2 Zastosowanie metody I medianowej. Przykład 1. cd. 

Dla analizowanych danych otrzymuje się 

s(x)  1,4830,64 = 0,95. 

Wg Zięby [16] taką odporną procedurę proponowali Burke (2001), Randa (2000), 

Müller (2001) i nieco inną M. Cox (2002) z ang. NPL.  

     Randa w 2005 r. zaproponował w internecie [17] , by zamiast wartości 

asymptotycznej współczynnika =1,483, która zaniża ocenę wyniku pomiarów, 

dla próbek o skończonej liczebności n stosować wartości (n) z tabeli 1.  
 

Tabela 1. Wartości mnożnika  dla prób losowych o liczebności n wg [17]. 

 

 

 

   n    (n)   n    (n)   n  (n) 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

 9 

1,773 

2.206 

2.019 

1,800 

1,764 

1,686 

1,671 

 1,633 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

20 

25 

1,626 

 1,602 

1,596 

1,581 

1,577 

1,566 

1,544 

 1,530 

   50 

  100 

1000 

 2000 

. 

 

 

1,507 

1,494 

1,484 

1,483 

. 

. 

1,483 

Dla analizowanych 9-ciu danych:  s(x)   (n)MAD = 1,6330,64 = 1,045. 
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39 

  4./  Metoda II odporna Hubera (ISO 5725-5 Algorytm A)   4./3 Metoda II odporna Hubera (ISO 5725-5 Algorytm A) 

Metoda stosuje tzw. winsoryzację danych odstających. Pozwala w obliczaniu odchylenia 

standardowego próbki uwzględnić wartości odstające o odchyleniu bezwzględnym 

maksymalnym [5], [7] sprowadzając je na granice ± φ środkowego międzykwartylowego 

przedziału dla normalnego rozkładu prawdopodobieństwa.  
 

Po uporządkowaniu elementów próbki wg ich wartości x1, x2,… xn wyznacza się 

jako środek grupowania danych  x*  i jako odchylenie standardowe  s*: 
 

             (4)    i    (5) 
 

 

Oblicza się wartość    i granice w (6) do porównywania danych odstających,  

(np. c =1,5 – zanieczyszczenie ok. 5% [7]). 
  

nixmedx i ,...1,},{*  nMADs 483,1* 

*sc
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W kroku (j) procedury iteracyjnej, po zmodyfikowaniu wg 
( wartości 
średnie Procedurę 
zatrzymuje kolejnych 
odchyleń

W kroku (j) procedury iteracyjnej, po zmodyfikowaniu wg 
(6) wartości z kroku (j-1) znajduje się kolejno nowe wartości 
średnie (7) i odchylenia standardowe (8). Procedurę 
zatrzymuje się dla kroku j=m, gdy różnica dwu kolejnych 
odchyleń standardowych jest dopuszczalnie mała. 

(6) 





n

i
jij nxx
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)()( ;/

(7) 


 
n

i
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1

2
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*
)( )1(/)(134,1 (8) 

Oszacowane po j=m krokach odchylenie standardowe s = s*  jest obliczone na 
podstawie

Oszacowane po j=m krokach odchylenie standardowe sval = s*(m) jest obliczone na 
podstawie wszystkich otrzymanych danych doświadczalnych. 

*x

4. Przykład 1. Metoda II 

Metoda II . Obliczenia oceny wyniku  metodą odporną Hubera 
 

Wyniki pomiarów poszczególnych laboratoriów ustawiono w porządku rosnącym 

(początek iteracji - kolumna „0” w tabeli 2 ) jako: 

Z tych danych oblicza się 2 początkowe wartości dla n = 9 laboratoriów: 
 

 średnia             

 

     odchylenie standardowe SD 
    

gdzie:       pochodzi z kolumny "0" w tabeli 2. 
 

Jako początkowe (tj. dla surowych danych) oszacowanie położenia centrum  

grupowania populacji przyjmuje się 

     medianę             
 

i oblicza się                             odchylenie MAD 
 

gdzie: seria różnic                 ma wartości: 2,73,  0,8, 0,2,  0,145,  0,  0,405,  0,640,  0,889,  3,84 
  

Oblicza się               i następnie wartość progu: 
 

Granice przejścia od metody MNK (o najmniejszej sumie kwadratów odchyleń) do MNM 

 (o najmniejszym module):  
 

Wyniki te umieszczono w kolumnie 1 tabeli 1 jako pierwszy krok iteracji. 

Obliczenia kolejnych iteracji podano w kolumnach 1- 4 tabeli 2.  
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Tabela 2 Przykład obliczeń odpornego wyniku pomiarów 

4./4    Przykład 1, metoda II cd. 
Wartości średnie kroku czwartego i 

piątego 
 

praktycznie nie różnią. 

Odporna ocena  standardowego 

odchylenia wartości średniej  też jest 
 

 zbliżona, tj.: 
 

UWAGI 

Przy podejściu tradycyjnym, tj. 

zidentyfikowaniu wartości odstających 

(outlierów) wg kryterium Grabbsa i ich  

wyeliminowaniu z obliczeń otrzyma się: 

zbliżoną  wartość średnią    m = 20,4 
 

i mniejsze SD: 

 

Ucieka się od rzeczywistej sytuacji  

w eksperymencie, idealizując, że dane 

eksperymentalne są z populacji generalnej  

o rozkładzie  normalnym.  
 

Niepewność standardowa s wspólnych 

badań dla n=7 ma o 15,5 % większe 

względne odchylenie standardowe niż 

dla n= 9 [wg. E1 GUM: s(uA) ≈1/(√2(n -1)]. 

411,20*
4 x 412,20*

5 x

026,1*
4 s .039,1*

5 s

.501,0s

Tabela 2.  Porównanie wyników czterech metod (2 klasyczne i 2 odporne) 

 

 

   4./5  Przykład 1. Porównanie wyników    4./5  Przykład 1. Porównanie wyników 

 

 

Dla początkowych danych  x =x   9 lab.:           wartość średnia 

 
 
obserwacje pobrane z rozkładu Normalnego. Konsekwencją jest użycie testów do 
wykrycia  outlierów, np. testów Grubbsa, tj.

  

Po usunięciu outlierów 
         
  
Te rezultaty dotyczą całego eksperymentu, ale obliczono je z pomiarów w tylko w 
7 

 

Dla początkowych danych  xi=xi(0)  9 lab.:           wartość średnia 
  

                                odchylenie standardowe 
 W modelu tradycyjnym (cross-contamination) zakłada się, że dobre są tylko 
obserwacje pobrane z rozkładu Normalnego. Konsekwencją jest użycie testów do 
wykrycia  outlierów, np. testów Grubbsa, tj. 

(n=1, n=9)  

Po usunięciu outlierów x1(0), x9(0) , dla pozostałych danych otrzymuje się: 
         wartość średnią           m =20.41   bardzo zbliżoną do poprzedniej  oraz 
  odchylenie standardowe    s = 0.50   znacznie mniejsze (3.5 raza) niż poprzednio.  
Te rezultaty dotyczą całego eksperymentu, ale obliczono je z pomiarów w tylko w 
7 –miu laboratoriach.  

Są one mniej wiarygodne statystycznie. 

 

sxxG nn /||max 

51.200 x

73.10 s
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• Dla obu metod odpornych wartości centrum grupowania danych 

•

•

• standardowego  
.  

 rezultatów, 
 i 

populacji 
w 

 

• Dla obu metod odpornych wartości centrum grupowania danych 
20,30 i 20, 41 są bardzo zbliżone.  
 

• Ich niepewności standardowe różnią się między sobą tylko o ok. 
9%  i są pomiędzy niepewnościami metod klasycznych.  

 

• Iteracyjną metodą odporną Hubera otrzymano 
 

  

• Wyznaczając estymatory wartości średniej i standardowego  
odchylenia tą metodą wykorzystano dane wszystkich laboratoriów.  

 Można więc przewidywać, że są one najbliższe do rezultatów, 
które by otrzymano dla dużej liczby niezależnych pomiarów i 
traktować te odporne estymatory parametrów populacji 
generalnej jako najlepsze z możliwych dla danych uzyskanych w 
eksperymencie. 

 

4./5     Przykład 1. Wnioski  4./5     Przykład 1. Wnioski  

ss   1.039 * 

 • tak więc: 

zbieżność obu metod odpornych jest niemal całkowita. 
 

 •  Metoda odporna Hubera ma algorytm bardziej skomplikowany, 

lecz łatwy do zautomatyzowania. Służy ona głownie wyznaczeniu 

odpornej oceny niepewności, gdyż wprowadzony próg ±cσ 

zmniejsza czułość na dane odstające.  

 • Przeprowadzona analiza wykazała przydatność zastosowania 

metody Hubera do wyznaczania parametrów statystycznych próbek 

danych o małej liczebności, pobranych z populacji generalnej o 

założonym rozkładzie normalnym, ale zawierających też wyniki 

odstające od pozostałych.  

 • Metoda Hubera pozwala ocenić bardziej obiektywnie wartość 

wyniku i dokładność badanej metody pomiarowej. 

 • Różnice pomiędzy wyznaczonymi statystycznie ocenami całego 

międzylaboratoryjnego eksperymentu i niepewnościami wyniku 

poszczególnych laboratoriów można wykorzystać do obiektywnej 

analizy rzeczywistego stanu organizacji procesu badań i sposobu 

prowadzania działalności w laboratoriach.  

W szczególności dotyczy to tych dwu, które miały wyniki odstające.  

4./6   Wnioski  cd.  
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• Metody odporne:  

 - nie odrzucają informacji zawartej w danych 
odstających, a jedynie zmniejszają jej znaczenie,  

 

 - nie idealizują warunków pomiaru i modelu rozkładu 
rzeczywistego tylko jako gaussowskiego, 

 

 - są bardziej właściwym sposobem obliczania 
niepewności próbek o małej liczebności. 

 

• Przetwarzanie danych pomiarowych i wyrażanie 
niepewności pomiarów metodami odpornymi 
powinno pojawiać się nie tylko na konferencjach 
pomiarowych, ale i w praktyce metrologicznej, 
poczynając od GUM. 

 

PODSUMOWANIE 
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