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NIEPEWNOSC POMIARU DLA CIAGU OBSERWACJI
SAMOSKORELOWANYCH

Andrzej Zigba

Akademia GOrniczo-Hutnicza

1. Wstep

Ciag obserwacji x,, ... x, jest zwykle rejestrowany w kolejnosci ich uzyskania.
Kolejno$¢ ta jest bez znaczenia, jezeli kolejne obserwacje x, pozostaja statystycznie
niezalezne od siebie, czyli nieskorelowane. Standardowe wzory na opracowanie serii
obserwacji (np. [1]) sa optymalne przy dodatkowych zalozeniach rownowaznosci
elementéw proby i normalnosci ich rozktadu gestosci prawdopodobienstwa.

Jezeli prawdopodobienstwo uzyskania wyniku x, zalezy od innych obserwacji,
mamy do czynienia z obserwacjami samoskorelowanymi (autocorrelated observations).
Rys. 1 przedstawia rzeczywiste dane samoskorelowane. Na oko wygladaja one ina-
czej niz dane nieskorelowane (,,bialy szum”); s3 mniej poszarpane, za$ réznica x, - x
mniej czesto zmienia znak.
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Rys. 1. Samoskorelowane dane z dyfraktometru rentgenowskiego: zalezno$¢ natezenia
refleksu 600 korundu (Al O,) od kata w nachylenia probki [2]. Linia przerywana oznacza
srednig arytmetyczng x z pokazanych n = 200 wartosci x,

Samoskorelowane ciagi obserwacji uzyskiwane sa w najrézniejszych eksperymen-
tach. Najcze$ciej wystepuja wtedy, gdy badany uktad bedacy Zrédtem danych podlega
losowym zakléceniom i jednoczeénie pamieta stan poprzedni. W efekcie mamy do
czynienia z pewnym cigglym procesem stochastycznym x(t) (np. zaleznos¢ cisnienia
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atmosferycznego od czasu), za$ dyskretny cigg obserwacji x, wynika z jego probko-
wania w réwnych odstepach czasu.

Celem pracy jest przedstawienie wlasciwosci statystycznych n-elementowej proby
obserwacji samoskorelowanych i metod obliczenia dla niej niepewnosci typu A.

2. Matematyczne modele danych samoskorelowanych

Samoskorelowane ciagi liczb znane sg w literaturze [3 + 5] pod nazwa szeregow
czasowych. W analogii do szeregéw algebraicznych, szeregi czasowe sa zdefiniowane
za pomocg wzoréw rekurencyjnych, wyrazajacych kolejne liczby x, przy uzyciu war-
tosci poprzednich oraz ciggu liczb nieskorelowanych . Dwa najprostsze przyktady
to $rednia ruchoma

_ gttt

SMA: «x (1)
m
oraz autoregresyjny szereg czasowy 1. rzedu
AR(1): x,=ax,_ +u, (2)

z parametrem 0<a<1. (Symbole SMA oraz AR(1) pochodza od okreslen angielskich:
simple moving average oraz first-order autoregressive process). Wzory (1), (2) i podob-
ne umozliwiajg fatwa generacje liczb samoskorelowanych potrzebnych do obliczen
metoda Monte Carlo (MC).

W pracach autora [6 + 8] sformulowany zostal poglad, ze opis teoretyczny roz-
patrywanej kategorii danych samoskorelowanych jest mozliwy przy wykorzystaniu
prostszego formalizmu, polegajgcego na potraktowaniu ciggu obserwacji x,, ... x,
jako realizacji wielowymiarowej zmiennej losowej X, ... X . Przy podtrzymaniu za-
tozen o normalnosci rozkladu i rownowaznosci elementéw proby losowej, statystycz-
ne wlasnosci liczb x, s3 w pelni scharakteryzowane przez warto$¢ oczekiwang y oraz
odchylenie standardowe 0. Zas$ korelacje migdzy X, i X, opisujg elementy dyskretne;
funkcji autokorelacji {p,}, okreslonej jako:

=SV Ki) .
o
ktorej wskaznik |k = i - j| nazywamy jest odstepem. Zatem, dla wyprowadzenia i zro-
zumienia przedstawionego w pracy formalizmu, wystarcza elementarny zbior pojeé
statystycznych zestawiony w Dodatku C Przewodnika [1].

Dla rzeczywistych danych samokorelowanych wystepujace korelacje sa prawie
zawsze:

(i) dodatnie, tzn. wszystkie p, >0, co wynika z faktu, ze w réznych zjawiskach zwykle
stan poprzedni jest podtrzymywany (pogoda dzisiejsza bywa podobna do wczo-
rajszej),

(i) o skoriczonym zasiggu, tzn. elementy p, malejg do zera ze wzrostem odstepu k

(w perspektywie wielu dni korelacje parametréw meteorologicznych zanikaja).
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3. Funkcja autokorelacji: znana a priori i estymowana z danych

Funkgje {p, } jest znana a priori dla modelowych danych bedacych szeregami cza-
sowymi generowanymi przez komputer. Dla szeregéw czasowych (1) oraz (2) funkcje
autokorelacji okreslaja wzory

p,=1-k/m dla k<m

SMA: (4)
P, =0 dla k>m
AR(1):  p,=d" (5)

ktoérych wykresy przedstawiono na rys. 2.
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Rys. 2. Funkcje autokorelacji dla dwu modeli szeregdw czasowych

Istniejg sytuacje, gdy funkcja autokorelacji jest znana réwniez dla danych uzy-
skanych z eksperymentu. Realizacja fizyczng procesu AR(1) jest np. przefiltrowanie
szumu termicznego przez uklad catkujacy RC [9]. W pewnych przypadkach posta¢
funkgji {p,} jest znana z doktadnych pomiaréw wczesniejszych, dotyczy to np. danych
meteorologicznych [10]. Wreszcie, funkcja autokorelacji jest znana, jezeli dane samo-
skorelowane powstaty w wyniku wygtadzania pierwotnych danych nieskorelowanych
przy pomocy okreslonego algorytmu (np. obliczania sredniej ruchome;j (1)).

Najczesciej jednak funkeja autokorelacji musi by¢ wyznaczona na podstawie po-
siadanych danych. Estymator funkcji autokorelacji {r,} zdefiniowany wzorem:

n—k
2 =7) i =)

=" (6)

i=1

jest najczesciej omawiany w podrecznikach [3], [4] i [5], jak rowniez zaimplemento-
wany w programach do analizy danych. Rys. 3 przedstawia obliczong przy pomocy
wzoru (6) estymate {r,}dla danych z rys. 1.
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W wykresie estymaty mozna wyr6zni¢ dwie, rozne jako$ciowo czesci. Dla ma-
tych wartosci odstepu k mamy opadajace zbocze, w ktérym jest zawarta informacja
o wystepujacych korelacjach. Reszta to fluktuujacy ogon. Jego takie czy inne ksztalty
robig wrazenie quasi-cigglych funkcji, jednakze jest to obraz szumu, tyle Ze samo-
skorelowanego. Odchylenie standardowe tych fluktuacji jest wieksze niz n™"2 [4], co
ttumaczy duzg amplitude fluktuacji w ogonie {r}.

1,0 -
n funkcja
08 ][ autokorelacji
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Rys. 3. Estymata funkcji autokorelacji dla danych z rys. 1

4, Efektywna liczba obserwacji

Dla opracowania rzeczywistych danych skorelowanych wprowadzono, w co naj-
mniej dziesigciu pracach (wyszczegoélnionych w [8]) i niezaleznie od siebie, parametr
statystyczny nazwany efektywng liczbe obserwacji n_. Umozliwia on zwigzly zapis
wzoréw opisujacych niepewnos¢ pojedynczego pomiaru i $redniej (patrz pkt. 5),
a ponadto pomaga w intuicyjnym zrozumieniu wlasciwosci obserwacji skorelowa-
nych. Przy znajomosci funkcji autokorelacji {p, }wartos¢ n__ definiuje wzor:

n

n-1 (7)

1423k,
k=1 N

nef’f

Rys. 4 przedstawia mozliwe wartosci efektywnej liczby obserwacji dla ustalonej
liczebno$ci proby n. Poniewaz korelacje s3 na ogét dodatnie, to zwykle ;. < n.

Jezeli znamy tylko estymate {r,} funkcji autokorelacji, powstaje zagadnienie, jak
na jej podstawie estymowac efektywna liczbe obserwacji? O ile n_; obliczone na pod-
stawie funkcji {p,} jest ustalonym parametrem, to z funkgji {r,} mozemy otrzymac
tylko estymator efektywnej liczby obserwacji n_; bedacy, jak kazdy estymator, zmien-
ng losowa o pewnej funkcji gestosci prawdopodobienstwa, warto$ci oczekiwanej
i wariancji.

Narzucajacy si¢ estymator efektywnej liczby obserwacji polega na uzyciu wzoru
(7), w ktérym funkcje {p,} zastepujemy przez {r,}. Symulacja metodg MC pokazuje
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granica dane granica
Vo 1 nieskorel. p> (-1 )k
l korelacje korelacje i
dodatnie ujemne |
— | -
0 1 n niesk.

efektywna liczba obserwacji

Rys. 4. Przedstawienie wlasciwosci n_. na osi liczbowej. Granica liczb w pelni
skorelowanych dodatnio oraz ujemnie otrzymuje si¢ dla wartosci p, dgzacych do wartosci
réwnych, odpowiednio, 1 oraz (—1)*

(rys. 5, krzywa a), ze uzyskany w ten sposob estymator ma bardzo niekorzystne wla-
$ciwosci: warto$¢ 1/n ;. jest mocno zanizona w stosunku do wartosci teoretycznej, co
prowadzi (wzoér (11)) do zanizenia oszacowania niepewnosci pomiaru.
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Rys. 5. Funkcje gesto$ci prawdopodobienstwa dla réznych estymatoréw odwrotnosci
efektywnej liczby obserwacji: (a) sumowania wszystkich elementéw r,,
b) wzér (7) z wartoécig n_z metody FTZ. Symulacje MC wykonano dla modelu AR(1),
a = 0,659, n = 60. Linia przerywana pokazuje warto$¢ teoretyczng 1/n .= 1/12,33

Przyczyna tego zjawiska jest wpltyw ogona funkcji autokorelacji. Nieformalnym
remedium jest arbitralne ograniczenie sumowania we wzorze (7) do tylko poczatko-
wych elementéw estymaty {r,} [11]. Aby procedure t3 uczyni¢ jednoznaczng, zapro-
ponowano w [7] i [8] wzdr:

P n
eff — n,
1+2 Z(l—kjrk
k=1 n

w ktorym graniczny odstep n_jest okreslony przez ostatni niezerowy element estyma-
ty {r,} przed jej pierwszym przejsciem przez zero (metoda FTZ - od ang. first trans-
it through zero). Przyktadowo, dla funkcji pokazanej na rys. 3 otrzymujemy n_= 8.

(8)
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Symulacyjne badanie MC pokazuje, ze zastosowanie takiego podejscia daje radykalne
zmniejszenie ujemnego obcigzenia estymatora (rys. 5, krzywa b).
Dalsze zmniejszenie obcigzenia estymatora uzyskuje sie przy uzyciu wzoru:

. n—2nc—1+nc(nc+1)/n+

eff — n,
142> 7
k=1

wynikajacego z uzycia nowego estymatora efektywnej liczby obserwacji [12].

n

1 )

5. Srednia arytmetyczna jako wynik pomiaru powtarzanego

Srednia arytmetyczna jest najbardziej efektywnym przyblizeniem wartoéci ocze-
kiwanej réwniez dla przypadku, gdy elementy x, proby losowej s3 wzajemnie skore-
lowane. Twierdzenie to mozna wywie$¢ z metody najmniejszych kwadratéw uogol-
nionej na przypadek skorelowanych danych wej$ciowych, przy czym dopasowana
funkcja jest funkcja stala. Brak wptywu korelacji na estymator wartosci oczekiwanej
mozna heurystycznie powiazac z faktem, ze (i) srednia jest sumg zmiennych losowych
X, podzielong przez n, oraz (ii) warto$¢ oczekiwana sumy zmiennych losowych jest
sumg wartosci oczekiwanych, tak dla zmiennych niezaleznych jak i skorelowanych.

6. Odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru i Sredniej

Przedstawiona wyzej wlasno$¢ warto$ci oczekiwanej nie dotyczy wariancji. Wa-
riancja sumy zmiennych losowych jest sumg wariancji poszczegélnych skladnikéw
sumy plus dodatkowe wyrazy zalezne od wspdtczynnikéw korelacji miedzy sktadni-
kami. Zatem prawidtowe wzory na estymatory wariancji i wariancji $redniej musza
zaleze¢ od elementow p, funkcji autokorelacji.

W pracach [6] i [8] przedstawiono wyprowadzenie wzoru na nieobciazony esty-
mator wariancji s> dla zmiennych samoskorelowanych'. Poszukiwania literaturowe
wykazaly, ze zostal on opublikowany bez wyprowadzenia przez Bayleya i Hammer-
sleya [13], a nastepnie zapomniany. Wygodnie jest zapisa¢ go w postaci wzoru:

) _ g (n—1) . 2 1 —\2

5, ="y, dzie s°=——) (x,—X 10
©on(ng—1) ¢ ”_1;( ) (10

jest ,,zwyklym” estymatorem wariancji. Ze wzrostem n i n_; czynnik {n_(n - 1)/

[n(n_, - 1)]}"* dazy do jednosci, zatem zachodzi s =s°, ale dla préby o matej liczeb-

nos$ci wzdr (10) zapobiega zanizeniu estymat wariancji i odchylenia standardowego

2
S, =4S,

Dla obserwacji niezaleznych zmniejszenie odchylenia standardowego $redniej
s(x) w stosunku do odchylenia standardowego s pomiaru o czynnik n'? spowodo-

' Indeks a (od: autocorrelated) zostat wprowadzony, by odrézni¢ wprowadzone estymatory s oraz
52(¥) od dobrze znanych estymatoréw s*i s(X).
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wane jest cze$ciowa kompensacja bteddéw o przeciwnych znakach. Dla zmiennych
dodatnio skorelowanych liczba zmian znaku staje si¢ mniejsza (rys. 1), zatem kom-
pensacja bfedu przypadkowego, wynikajaca z czg§ciowego znoszenia si¢ przyczynkow
dodatnich i ujemnych, staje si¢ mniej skuteczna. W rezultacie, w zwiazku miedzy
niepewnosciami pojedynczego pomiaru i $redniej, zamiast #n wystepuje mniejsza od
niej efektywna liczba obserwacji, zatem:

S{Z

5,(X)=

(11)

ncff

W polaczeniu z wzorem (10) niepewnos$¢ pomiaru dla serii danych samoskore-
lowanych, utozsamiang z s (X), zapisa¢ mozna jako:

u(x)=s,(x)=

(12)

Reasumujac: w przypadku danych samokorelowanych mozemy nadal wynik po-
miaru utozsamiac ze $rednig, natomiast do obliczania niepewnosci stosowa¢ nalezy
wprowadzone wyzej wzory (10) + (12).

Dokladnos¢ statystycznej oceny niepewnosci nie jest zbyt duza i zalezy od para-
metru nazwanego liczbg stopni swobody v = n - 1. Dla danych samoskorelowanych
mozna wprowadzi¢ podobny parametr nazwany efektywng (wypadkowq) liczbg stopni
swobody. Do celéw praktycznych wystarczy korzysta¢ z wzoru przyblizonego [7, 8],
zgodnie z ktérym:

n
-
1+2> p;

k=1

Wprowadzenie v . umozliwia zapisanie wzoru na wzgledna dyspersje estymatoréw
odchylenia standardowego w postaci:

u(s,) _u(s,(x)) __ 1
s, s5,(x) _\/zvetf

W granicy obserwacji niezaleznych (p,= 0 dla k > 1) otrzymuje si¢ znany wzor
u(s)/s = [2(n - 1)V~

Przedstawiony formalizm analityczny (wzory (10) + (14)) moze by¢ stosowany
dla dowolnej liczebnosci proby i kazdej funkcji autokorelacji w przypadku, gdy ta
ostatnia jest znana. Gdy dysponujemy tylko estymatg {r,}, to mamy dwa ogranicze-
nia. Wyrazona wzorami (8) i (9) metoda estymowania efektywnej liczby obserwacji
wymaga zalozenia, Ze elementy rzeczywistej funkeji autokorelacji sa nieujemne i staja
sie praktycznie réwne zeru dla k < n. Ponadto, rozrzut estymatora n_, jest zrodlem
dodatkowego rozrzutu estymatoréw odchylenia standardowego.

Ilosciowa informacje o wlasnosciach estymatoréw odchylenia standardowego
dla przypadku, gdy funkcja autokorelacji estymowana jest z danych, mozna uzyskac
przy pomocy metody Monte Carlo. W pracach [7] i [12] przeprowadzono symulacje

Ve -1 (13)

€

n

(14)
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funkcja gestosci prawdop.

0 1 2
znormalizowane odchylenie standardowe

funkcja gestosci prawdop.

c)

| AR(1)
‘ a=0.665

funkcja gestosci prawdop.
w

znormalizowane odchylenie standardowe

Rys. 6. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla estymatoréw znormalizowanego
odchylenia standardowego dla modelu AR(1) i podanych trzech wielko$ci proby losowe;.
Krzywe 1, 2 oraz 3 pochodzg z symulacji MC i dotycza, odpowiednio, s /0, s (x)/ 0o (x)
oraz s*(x) / o (x). Krzywe teoretyczne ,teor” okresla wzér (15) zv=v
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Czes¢l. Zagadnienia ogélne oceny niepewnosci pomiaru

dla modelu AR(1) i trzech licznosci proby losowej: n = 15, 60 i 240, odpowiadaja-
cych teoretycznym wartosciom efektywnej liczby obserwacji n_, = 3,36, 12,33 i 48,32.
Rys. 6 przedstawia uzyskane funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla trzech esty-
matorow wzglednego odchylenia standardowego:
krzywa 1 - s /o, gdzie do obliczenia s, uzyto kombinacji wzoréw (10) i (8),
krzywa 2 - s (x) / 0(x), gdzie s(x) obliczano przy pomocy wzoréw (11) i (8),
krzywa 3 - s7(x) / 0(x), gdzie s*(X) zostat obliczony z wzoréw (11) i (9), czyli z wy-
korzystaniem nowego estymatora n*, o obnizonym obcigzeniu.

Dla obserwacji niezaleznych znormalizowane odchylenie standardowe z = s /o

podlega funkcji rozkladu prawdopodobienstwa:

1-vi2 vl
2

g(z)= z exp(—v z /2) (15)
wynikajacej z rozkladu chi-kwadrat. Wzér (15) zastosowano dla obserwacji samosko-
relowanych, przy czym za zmienng v podstawiono teoretyczne wartoéci efektywnej
(wypadkowej) liczby stopni swobody v, dla badanych modeli (réwne, odpowied-
nio, 5,4, 22,7 191,8). Obliczone krzywe teoretyczne pokazano na rys. 6.

Uzyskane metoda MC funkcje gestosci prawdopodobienstwa dla znormalizowa-
nego odchylenia standardowego (krzywe 1 na rys. 6) wykazuja dobra zgodno$¢ z krzy-
wymi teoretycznymi, zwlaszcza wtedy, gdy liczebno$¢ proby jest duza. Jest tak dlatego,
ze rozrzut estymatora n_, ma niewielki wptyw na rozrzut s , gdyz n_ wchodzi do
wzoru (10) poprzez bliski jednosci czynnik {n_(n - 1)/[ n(n_, - 1)]}'**. Dobra zgod-
nos¢ dowodzi, ze efektywna (wypadkowa) liczba stopni swobody v . jest parametrem
dobrze opisujacym rozrzut estymatoréw wariancji i odchylenia standardowego.

Wplyw losowego charakteru estymatoréw efektywnej liczby obserwacji n ; jest
wyrazny dla odchylenia standardowego $redniej (czyli niepewnosci pomiaru). Efek-
tem jest zanizenie warto$ci oczekiwanej tego estymatora (szczegdlnie dla matej li-
czebno$ci proby, rys. 6a, b) i powigkszony rozrzut. Jednak, biorac pod uwage fakt, ze
niepewno$¢ pomiaru znamy w ogélnosci z niewielkg dokladnoscia, przedstawiony
formalizm moze by¢ stosowany w praktyce.

7. Konkluzje

Rezultatem pracy jest przedstawienie formalizmu, ktdry rozszerza zwykla metode
obliczania niepewnosci standardowej typu A na przypadek danych samoskorelowa-
nych. Formalizm ten opiera si¢ w na istniejacych rezultatach teoretycznych, w wiek-
szosci malo znanych, uzupelnionych przez nowe koncepcje i przetestowaniu catosci
formalizmu przy uzyciu modelowania Monte Carlo.

Bezposrednim przedluzeniem pracy, doprowadzonej do zagadnienia niepewno-
$ci standardowej, bedzie zbadanie zagadnienia szacowania niepewnosci rozszerzonej.
Inne mozliwosci zastosowan przedstawionej metodologii to testy statystyczne dla da-
nych samoskorelowanych, stacjonarne procesy stochastyczne z nalozonym trendem
czy wreszcie niestacjonarne procesy stochastyczne.
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