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1. Wstep

We wspolczesnych systemach pomiarowych wartosci mezurandu obliczane s3 na
podstawie wynikéw pomiaru probek sygnatu zmiennego w czasie. Zmienno$¢ sygna-
tu powoduje, ze kolejne probki maja rézne wartosci, a zatem kazda z probek moze
by¢ mierzona tylko jednokrotnie, czyli bez mozliwosci powtdrzenia pomiaru. Niedo-
ktadnos¢ pomiaru prébek rzutuje na niedokladno$¢ algorytmicznego wyznaczania
mezurandu, co oznacza, ze punktem wyjécia analizy niedokladno$ci mezurandu musi
by¢ ocena niedoktadno$éci pomiaru pojedynczej probki.

Podstawowym narzedziem do pomiaru prébki sygnatu jest przetwornik analo-
gowo-cyfrowy A/C, wspoétpracujacy z ukladem probkujaco-pamigtajacym P/P. Zada-
niem uktadu P/P jest pobranie chwilowego przejawu sygnatu (wielkosci mierzonej),
czyli probki, i pamigtanie wartosci tej probki tak dlugo, dopoki nie zostanie zmie-
rzona. Pomiaru dokonuje przetwornik A/C na zasadzie kwantowania, czyli przez
bezposrednie poréwnanie wartoéci probki z wzorcem o strukturze kwantowej [1].
Tego rodzaju wzorzec sklada si¢ kwantow, czyli elementarnych wzorcéw tego sa-
mego rodzaju i o takich samych wartosciach, wielokrotnie mniejszych od zakresu
przetwornika A/C (kwantyzatora). Wskazanie kwantyzatora jest liczba, okreslajaca
ile kwantow zostalo przyporzadkowanych warto$ci wielkosci mierzonej, co zarazem
oznacza, ze wskazanie, ze wzgledu na kwantowa (ziarnista) budowe wzorca, wyod-
rebnia na osi liczb rzeczywistych przedziat o diugosci jednego kwantu (rys. 2). A za-
tem, z samej istoty kwantowania wynika, Ze jego wynik jest przedziatem liczbowym.
Dzigki temu analiza procesu kwantowania moze stanowi¢ dogodny punkt wyjscia
dla rozwazan matematycznych, prowadzacych do uzyskania opisu wyniku pomiaru
w postaci przedziatowe;j.

2. Pomiar na zasadzie kwantowania

Proces kwantowania moze przebiega¢ réznie w zaleznosci od wielkosci kwan-
towanej, jednak ogdlnie mozna go okresli¢ jako sktadanie wzorca z kwantéw w taki
sposéb, aby suma wartosci kwantéw nie roznila si¢ od wartosci wielko$ci mierzonej
o wiecej niz jeden kwant [1]. Analize procesu kwantowania dogodnie jest przepro-
wadzi¢ dla tzw. natychmiastowego przetwornika A/C, ktorego schemat pokazano
narys. 1.

W przetworniku natychmiastowym wykorzystywany jest wzorzec napieciowy,
zbudowany przy uzyciu fancucha rezystoréw o nominalnie jednakowych warto-
$ciach R, potaczonych szeregowo i przytaczonych do Zrédta pragdu odniesienia I_.
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W przetworniku 8-bitowym wykorzystuje si¢ N, = 2% = 256 rezystoréw, z kt6rych
kazdy stuzy do wytworzenia jednego kwantu napigcia. Dzigki szeregowemu pota-
czeniu rezystoréw kwanty napiecia sumuja sie¢ tworzac wzorzec wielowarto$ciowy
o strukturze kwantowej, dostarczajacy 256 napie¢ wzorcowych. Pierwsze z nich ma
warto$¢ jednego kwantu réwna spadkowi napiecia na pierwszym rezystorze, pola-
czonym z masg ukltadu, a ostatnie napiecie wzorcowe réwne jest sumie wszystkich
kwantow, czyli jest sumg spadkéw napiec¢ na wszystkich 256 rezystorach. A zatem,
z tak wytworzonych kwantéw, mozna uzyska¢ 256 wzorcow czastkowych o warto-
$ciach od 1 do 256 kwantow. Wiszystkie wzorce czastkowe sg dostepne w sposéb cia-
gly, czyli moga by¢ wykorzystane réownoczesnie w dowolnej chwili pomiaru. Dzigki
temu, oraz uzyciu zespotu 256 komparatoréw K, poréwnywanie napigcia mierzonego
x z wzorcem o strukturze kwantowej odbywa praktycznie natychmiast, z op6znie-
niem zaleznym od czasu ustalania si¢ stanu zespotu komparatoréw. Na wyjscie ko-
dera wyprowadzana jest liczba n_ komparatoréw w stanie wysokim H, wskazujgcym,
ze napigcie mierzone podawane na jedno z wejs¢ komparatora jest wieksze od czast-
kowego napiecia wzorcowego, przekazywanego na drugie wejscie komparatora. Licz-
ba ta okresla ile kwantéw zostato przyporzadkowanych wartosci mierzonego napiecia
i stanowi wskazanie niemianowane kwantyzatora.
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Rys. 1. Schemat natychmiastowego przetwornika A/C

W sensie matematycznym pomiar na zasadzie kwantowania mozna okresli¢ jako
odwzorowanie prawdziwej warto$ci wielko$ci mierzonej x w przedzial sktadajacy si¢
z liczb rzeczywistych, co ogélnie mozna zapisa¢ jako:

pomiar [I’ f:| ( 1)

gdzie x jest dolng, a X gérng granicg przedzialu. Granice te mozna wyznaczy¢ na
podstawie rys. 2, ktéry pokazuje w sposéb graficzny wlasciwosci tego rodzaju od-
wzorowania.
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Rys. 2. [lustracja odwzorowania wielko$ci mierzonej u w przedziat liczbowy okreslony
wskazaniem n_ oraz warto$cig kwantu q

Zgodnie z rys. 2, przedzial reprezentujacy wynik kwantowania mozna zapisaé
jako:
nqq<x£(nq+1)q (2)
gdzie n_jest wskazaniem kwantyzatora, a g wartoscig kwantu. Gdy uwzgledni sig, Ze
iloczyn:
X=nq (3)

stanowi wskazanie mianowane kwantyzatora, wyrazone w jednostkach wielkosci
mierzonej, to po wprowadzeniu go do nieréwnosci (2), otrzymuje si¢ zaleznos¢:

¥<x<Xx+gq (4)

Przyjeto przy tym, ze przedzial obejmuje réwniez swoja dolng granice, co z prak-
tycznego punktu widzenia nie jest istotne, a upraszcza rozwazania od strony mate-
matycznej.

Z zalezno$ci (4) wynika, ze dolng granice rozpatrywanego przedzialu opisuje
wyrazenie:

X=X (5)

a gorng: X=X+gq (6)

Précz granic przedzialu, do jego opisu stosuje si¢ takze takie parametry jak $ro-
dek i promien przedzialu. Srodek przedziatu jest definiowany jako [2]:

mid(x) =2F% 7)
natomiast promien okre$la wyrazenie:
rad(x) =~ ;E (8)

W przypadku przedzialu reprezentujacego wynik kwantowania, na podstawie
réwnan (5) i (6), uzyskuje sie nastepujace zaleznosci:

mid(x):$:x+

)

(RN
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oraz

rad(x) = @ = (10)

SRS

Zgodnie ze wzorem (9) $rodek przedziatu, opisujacego wynik kwantowania, uzy-
skuje si¢ w efekcie skorygowania wskazania mianowanego przez dodanie potowy
wartosci kwantu. Gdy oznaczy si¢ tak wyznaczony $rodek jako:

X=X+

(11)

NN

to po obliczeniu wskazania X, na podstawie wyrazenia (11), i wprowadzeniu go do
nieréwnosci (2), otrzymuje sie:

i-L<y<z+4 (12)
2 2
Nieréwnos¢ (12) mozna z kolei zapisa¢ w postaci:
—g|<2 (13)

2

ktora pokazuje, ze warto$¢ bezwzgledna réznicy wartosci prawdziwej i skorygowa-
nego wskazania jest najmniejsza z mozliwych do uzyskania w procesie pomiaru dla
okreslonej warto$ci kwantu. Zatem wskazanie skorygowane, zgodnie z wyrazeniem
(11), stanowi najlepsze przyblizenie prawdziwej wartosci wielko$ci kwantowanej
i nazywane jest oceng wartos$ci wielko$ci mierzonej.

Gdy wezmie si¢ pod uwage, ze warto$¢ g/2 w nieréwnosci (13) stanowi, zgodnie
ze wzorem (10), promien przedzialu, to mozna tg nieréwnos¢ przedstawic jako:

|x— %[ < rad(x) (14)

Oznacza ona, ze roznica miedzy warto$cig prawdziwg, a oceng uzyskana po ko-
rekcji wyniku kwantowania jest nie wigksza niz promien przedziatu opisujacego wy-
nik pomiaru. Jednak tak jest tylko w przypadku uzycia kwantyzatora idealnego, gdy
warto$ci wszystkich kwantéw sktadajacych sie na wzorzec sg jednakowe oraz gdy
pomija si¢ wszystkie czynniki zaburzajace proces kwantowania. Wyrazenie (14) ma
wowczas charakter deterministyczny, co oznacza, ze prawdziwa wartos$¢ wielkos$ci
kwantowanej na pewno znajduje si¢ wewnatrz przedzialu opisanego tym wyraze-
niem. W rzeczywistych warunkach pomiaru, gdy proces kwantowania zaburzany
jest czynnikami losowymi, parametry przedzialu (14) musza by¢ opisywane w kate-
goriach probabilistycznych.

3. Probabilistyczny opis wyniku kwantowania w postaci przedziatu

W warunkach gdy sygnal probkowany zaburzony jest szumem lub wystepuja
czynniki konstrukcyjne, ktérych wplyw na proces kwantowania opisywany jest pro-
babilistycznie [1], nieréwnos¢ (14) jest spetniona tylko z pewnym prawdopodobien-
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stwem, oznaczanym jako p. Z reguly wartos¢ p zaklada si¢ na tyle duza, aby przedzial,
reprezentujacy wynik pomiaru, stanowil zbior liczb taki, aby znalezienie w nim war-
tosci prawdziwej bylo ,,prawie pewne”. W praktyce przyjmuje si¢ na ogoét p = 0,95
[3], co mozna interpretowac przykladowo w taki sposdb, ze na 100 wyznaczonych
przedzialéw 95 z nich obejmie prawdziwg wartos¢ wielkosci mierzone;j.

Punktem wyjscia do okreslenia srodkéw matematycznych, pozwalajacych na
obliczenie parametrow przedzialu reprezentujacego wynik pomiaru uzyskany w wa-
runkach opisywanych probabilistycznie, moze by¢ nieréwnos¢ (14). Gdy zapisze sie
ja w sposob scharakteryzowany powyzej, uzyskuje si¢ wyrazenie:

P[|x—fc| < rad(x)] =p (15)

gdzie P oznacza prawdopodobienstwo. Zgodnie z tym wyrazeniem poszukiwany jest
promien rad(x) przedzialu o srodku réwnym ocenie £, taki ze prawdopodobienstwo
znalezienia w tym przedziale prawdziwej wartosci wielko$ci mierzonej wynosi p.

Od pewnego czasu w metrologii stosowana jest definicja, zgodnie z ktérg promien
przedzialu, reprezentujacego wynik pomiaru opisywany probabilistycznie, nazywany
jest niepewnos$cia, oznaczang symbolem U [3]. Przyjmujac zatem, ze:

U =rad(x) (16)
zalezno$¢ (15) mozna zapisaé w postaci wyrazenia:
P[|x—)”c|SU}=p (17)

Wyznaczenie wartosci U, na podstawie zaleznosci (17), wymaga znajomosci pro-
babilistycznego opisu réznicy prawdziwej wartosci wielko$ci mierzonej x i oceny tej
wartosci X. Réznica ta moze by¢ zdefiniowana jako blad oceny [4]:

e=x—X (18)

Warto$¢ oceny X jest znana (uzyskiwana jest w efekcie kwantowania), natomiast
warto$¢ prawdziwa x nie jest znana. Oznacza to, ze w warunkach pomiarowych reali-
zacje bledu e nie mogga by¢ okreslone, a wiec mozna jedynie opisywac zbiory wartosci
tego bledu, wyznaczajac ich rozklady. Oczywiscie realizacje (wartos$ci) tego btedu
moga by¢ uzyskiwane na drodze symulacji, gdyz wéwczas zaklada si¢ znajomo$é
warto$ci wielko$ci mierzonej. Stwarza to mozliwo$¢ stosowania metody Monte Carlo
do uzyskiwania rozkladéw btedu oceny.

Whasciwosci bledu oceny sg na tyle specyficzne, ze wymagaja komentarza. Przede
wszystkim nalezy zauwazy¢, ze definicja (18) jest efektem analizy procesu kwantowa-
nia, a wigc nie jest to definicja umowna, lecz uzyskana na drodze dedukcji. Punktem
odniesienia w tej definicji jest ocena X, bedgca najlepszym przyblizeniem warto$ci
wielkosci mierzonej, w przypadku gdy pomiar realizowany jest jednorazowo. Jest
to zarazem jedyna liczba uzyskiwana podczas pomiaru, a zatem to ona musi stano-
wi¢ przedmiot analizy niedokladno$ci pomiaru, ktérej podstawa jest definicja bledu.
Z przedstawionych rozwazan wynika takze, Ze ocena ta stanowi $rodek przedzialu
reprezentujgcego wynik pomiaru, czyli jest centralnym punktem, wokoét ktérego bu-
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duje sie przedzial, obejmujacy z zadanym prawdopodobienstwem prawdziwa warto$¢
wielko$ci mierzone;j.

Uzycie oceny jako podstawy definiowania bledu powoduje, ze taki blagd moze by¢
rozpatrywany dopiero po zakonczeniu pomiaru, gdyz wymaga znajomosci wartosci
tej oceny. Blad taki mozna nazwac¢ bledem a posteriori, w przeciwienstwie do bfedu,
ktéry definiuje si¢ w odniesieniu do prawdziwej wartosci wielko$ci mierzonej, ktora
przyjmuje sie jako znang. Ta druga definicja, powszechnie stosowana w metrologii
[5], moze by¢ wykorzystywana do analizy procesu pomiaru przed jego rozpoczeciem,
a tak okreslony btad mozna nazwac¢ a priori. Obydwie definicje moga by¢ uzywane
réwnoczesnie, nalezy jedynie pamieta¢, ze chociaz odpowiadajace sobie realizacje
obu wymienionych rodzajéw bledu nie réznig si¢ co do wartoéci bezwzglednych, to
maja przeciwne znaki [1].

W dotychczasowych rozwazaniach ocena byta uzyskiwana przez skorygowanie
wskazania mianowanego kwantyzatora o warto$¢ polowy kwantu. Gdy przyjmie sie,
ze ocena jest najlepszym przyblizeniem wartosci wielko$ci mierzonej w sensie zgod-
nosci z kryteriami probabilistycznymi, to punktem wyjscia do wyznaczenia wartosci
oceny musi by¢ losowy opis btedu tej oceny (sama ocena jest liczbg). Prawdziwa
warto$¢ wielkosci mierzonej jest najlepiej przyblizona przez jej oceng, gdy z bledu
usunie sie sktadowg systematyczna. Wartos¢ oczekiwana btedu oceny jest wowczas
réwna zeru, czyli zachodzi:

E[e]zTeg(e)dezO (19)

gdzie g(e) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa bledu oceny (18).
Wprowadzenie definicji bledu oceny oraz przyjecie zaleznoséci (16) pozwala na
zapis wyrazenia (15), okreslajacego niepewnos¢, w nastepujacej postaci:

P[|e|SU]=p (20)

ktdéra oznacza, ze niepewnos¢ jest definiowana jako promien przedzialu, takiego ze
wartosci, ktore przyjmuje blad oceny mieszcza si¢ w tym przedziale z zadanym praw-
dopodobienstwem p. Oznacza to, ze niepewnos¢ jest definiowana jako parametr
zbioru warto$ci bledu oceny.

Dla znanego rozktadu bledu wyrazenie (20) mozna zapisa¢ w postaci funkcjonatu:

%ig(e)dezp (21)

gdzie g(e) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa biedu lub jej przyblizeniem da-
nym w postaci histogramu. Gdy wezmie si¢ pod uwage, ze zgodnie ze wyrazeniem
(19) warto$¢ oczekiwana jest rowna zeru, to g(e) musi by¢ symetryczna wzgledem osi
pionowej. Wspdlczynnik F ma charakter normalizujacy i wystepuje we wzorze (21)
ze wzgledu na rézne sposoby opisu rozktadu btedu. Ma on postac:

F= Ig(e)de (22)

—oo
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Gdy g(e) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa to F = 1, natomiast w przy-
padku gdy rozklad dany jest histogramem licznosci (stupki histogramu okreslaja
woweczas liczbe wystapien bledu) zachodzi F >1.

Graficzna interpretacje wyznaczania niepewnosci U, zgodnie z funkcjonalem
(21), przedstawiono na rys. 3. Kolorem szarym zaznaczono fragment pola powierzch-
ni funkeji podcatkowej, ktérego stosunek do calkowitej powierzchni pola tej funkeji

Wynosi p.

gle)

-U U

Rys. 3. Graficzna interpretacja niepewno$ci oceny wartosci wielko$ci mierzonej

Znajomos$¢ niepewnosci pozwala na wyznaczenie granic przedziatu reprezentu-
jacego wynik pomiaru. Zgodnie z zalezno$ciami (7) i (8) dolng granice przedziatu
opisuje wzor:

x=mid(x)—rad(x) (23)
a granice gorna:
X = mid (x)+rad(x) (24)

Srodek przedziatu réwny jest ocenie warto$ci wielkosci mierzonej, a promien

- niepewnosci. Zatem wynik kwantowania w postaci przedzialowej mozna zapisaé
jako:

x=[x, ¥]=[%-U, 2+U] (25)

Jest takze druga, bardzo uzyteczna posta¢ przedzialowego zapisu wyniku po-
miaru, ktérg mozna otrzymac po przeksztalceniu wyrazenia (25). Zgodnie z regula-
mi arytmetyki przedzialowej [2], przedzial liczbowy mozna zapisa¢ jako sume jego
srodka i przedzialu o granicach okreslonych jedynie przez promien, czyli takiego
przedziatu, ktérego $rodek jest rowny zeru. Gdy zastosuje si¢ ta regute w odniesieniu
do przedziatu reprezentujacego wynik pomiaru, uzyska si¢ zapis w postaci:

x=mid(x)+[-rad(x), rad(x)]|=£+[-U, U] (26)

Zapis ten mozna interpretowac w ten sposob, ze wynik pomiaru jest sumg oceny
oraz przedziatu o granicach wyznaczonych przez niepewnos¢, ktéry w zwiazku z tym
moze by¢ nazywany przedzialem niepewnosci.
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Posta¢ (26) wyniku jest uzyteczna wowczas, gdy analizuje sie metrologiczne wla-
$ciwosci algorytmu przetwarzajacego ciagg wynikéw pomiaru probek sygnatu. Mozna
wowczas oddzielnie rozpatrywac dzialania na ciagu ocen wartosci chwilowych sy-
gnalu i oddzielnie na niepewnosciach tych ocen lub odpowiadajacych im przedzia-
tach niepewnosci [1]. W koncowej fazie tych operacji nastgpuje zsumowanie oceny
i przedzialu niepewnosci, zgodnie z zaleznoscig (26), co powadzi do uzyskania prze-
dzialowego zapisu wyniku przetwarzania.

Przyklad

Zal6ézmy, ze nalezy obliczy¢ niepewno$¢ pojedynczego wyniku pomiaru wyko-
nanego 8-bitowym przetwornikiem A/C o zakresie od 0 do 1,024 V. Niech na blad
catkowity tego przetwornika skladaja sie blad kwantowania oraz btad spowodowany
rozrzutem warto$ci kwantéw [1]. Na rys. 4 pokazano histogram btedu catkowitego,
uzyskany metoda Monte Carlo dla populacji liczacej 500 tego rodzaju przetwornikéw
A/C. Wszystkie przetworniki maja wzorzec zbudowany z 256 kwantéw, przy czym
kazdy kwant charakteryzuje si¢ rozrzutem o rozkltadzie jednostajnym w granicach od
-10 do 10 % wartosci nominalne;j.

licznos¢

12000,

100001

8000

6000

4000

2000

0
-0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015
ev]

Rys. 4. Rozktad biedu catkowitego przykladowego przetwornika A/C

Za pomocy kazdego z przetwornikéw wykonano 200 pomiaréw dla losowo wy-
branych warto$ci napigcia, zmieniajacych si¢ zgodnie z rozkladem jednostajnym
w zakresie pomiarowym przetwornika, po czym wyznaczono btad pomiaru. Uzyska-
no zbidr wartosci btedu o licznosci 100 000, ktory zestawiono w histogram sklada-
jacy sie ze 100 stupkow, pokazany na rys. 4. Uzywajac tego histogramu wyznaczono
nastepnie niepewno$¢ zgodnie z zaleznoscia (21) dla p = 0,95. Obliczenia wykonano
sumujac liczno$¢ stupkéw zaczynajac od zerowej wartosci bledu i konczac, gdy uzy-
skana suma przekroczyla wartos¢ wynoszaca 0,95-100 000. Polowe réznicy btedu
dodatniego i ujemnego po zakonczeniu sumowania przyjeto jako warto$¢ niepew-
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nosci opisujacej uzyskany zbior wartosci bledu. Obliczona w ten sposéb warto$¢ nie-
pewnosci wyniosta U=4,2-107 V.

Przyjmijmy teraz, ze wykonano pojedynczy pomiar przetwornikiem A/C nale-
zacym do opisanej populacji i uzyskano wskazanie n = 245. Po wykonaniu korekcji
sktadowej systematycznej wyniku kwantowania (a tym samym i btedu [1]), zgodnie
z zaleznoscig (11), uzyskuje si¢ oceng wartosci wyniku pomiaru o wartosci:

1,024
28

A

V=982 mV

=(

q 1
+==|n,+—|q=(245+0,5
) ( ’ 2}1 ( )

Znajomos¢ oceny i niepewnosci pozwala na wyznaczenie przedzialu reprezentu-
jacego wyniku pomiaru. Na podstawie zaleznosci (25) granice przedzialu wynosza:

x=x-U=982-4,2=977,8 mV
oraz
T=5+U=982+4,2=986,2 mV
Zatem wynik pomiaru opisuje w tym przypadku przedziat:
x=[x, X]=[977,8, 986,2]mV

W systemach pomiarowych, wykorzystujacych przetworniki nieliniowe pojawiaja
sie bledy o rozktadach niesymetrycznych wzgledem osi rzednych [1]. Bledy te moga
istotnie wplywa¢ na proces kwantowania i wowczas powstaje problem, jak zapisa¢
wynik w postaci przedzialowej. W tym celu mozna zmieni¢ wyrazenie (20) w taki
sposob, aby opisywalo rowniez sytuacje, gdy przedzial niepewnosci jest niesyme-
tryczny wzgledem wartosci 0, czyli jego granice maja rozne wartosci bezwzgledne.
Gdy oznaczy sie dolng granice przedzialu niepewnosci jako U, a jego gérna granice
jako U, wyrazenie (20) mozna zapisa¢ w postaci:

P[U<e<U]=p (27)

Oczywiscie, w przypadku gdy przedzial niepewnosci jest symetryczny, czyli zachodzi
U =-U oraz U =U, zalezno$¢ (27) przyjmuje postac (20).
Dla znanego rozkladu biedu e, wyrazenie (27) mozna zapisa¢ w postaci funk-
cjonatu:
1 @
—Ja(e)de=p (28)

u

w ktérym F ma takie samo znaczenie jak w (27) i opisane jest zaleznoscig (22).
W funkcjonale tym wystepuja dwie zmienne U oraz U, a zatem aby mdgt on po-
stuzy¢ do wyznaczenia ich wartoéci nalezy rozdzieli¢ wyrazenie (28) na dwie czesci,
takie Ze w kazdym z nich wystepuje odpowiednio tylko jedna granica przedzialu. Gdy
wezmie sie pod uwage, ze warto$¢ oczekiwana rozkladu bledu jest rowna zeru, grani-
ca podziatu powinna przebiega¢ przez o$ rzednych. W takim przypadku funkcjonat
(28) moze by¢ zapisany w postaci:
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g(e)de+jg(e)de=p(Fl+F2) (29)

IS —y o

gdzie: F = Ig(e)de i I =]:g(e)de

Po rozdzieleniu odpowiadajacych sobie wyrazen catkowych, na podstawie wyra-
zenia (29), otrzymuje si¢ dwie zalezno$ci. Pierwsza:

1 0
—[e(e)de=p (30)

By
pozwala na obliczenie parametru U, okre$lajacego dolng granice przedzialu niepew-
nosci, podczas gdy druga zaleznos¢:
€1
F

2

g(e)de=p (31)

S =

stuzy do uzyskania wartoéci gérnej granicy U. Graficzng interpretacje granic niesy-
metrycznego przedzialu niepewnosci przedstawiono na rys. 5. Sposéb zapisu wyniku
pomiaru jest w tym przypadku taki sam, jak dla przedziatu symetrycznego, jednak
pojecie niepewnosci traci sens. Mozna co prawda wyznacza¢ $rednig z granic tego
przedzialu, jednak nadawanie jej sensu niepewnosci nie wydaje sie celowe.

gle)

|
U 0 U
Rys. 5. Graficzna interpretacja granic niesymetrycznego przedzialu niepewnosci

4. Niepewnosc sredniej z serii pomiarowej
Wynikiem pojedynczego pomiaru jest ocena warto$ci wielkosci mierzonej. Oce-

na ta jest obarczona bledami losowymi, w zwigzku z czym wyznaczenie $redniej dla
ciaggu ocen tej samej warto$ci wielko$ci mierzonej prowadzi do uzyskania lepszego
przyblizenia jej prawdziwej wartosci. Dzialanie to mozna zapisa¢ w postaci:

A . .

X, =W[x(1)+x(2)+...+x(N)] (32)
gdzie N jest liczba wyrazéw w ciagu.
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Kazda z ocen ciggu poddawanego usrednieniu uzyskana jest w takich samych wa-
runkach pomiarowych, a zatem obarczona jest bledem e o takim samym rozktadzie.
W zwigzku z tym blad $redniej (32) mozna zapisac jako:

e, =%[e(l)+e(2)+...+e(N)] (33)

Niepewno$¢ $redniej mozna uzyskac obliczajac niepewnos¢ pojedynczej oceny
i wykonujac dziatania na odpowiednim zbiorze przedziatéw niepewnosci, odpowied-
nich dla wyrazenia (33) [6]. Jest to jednak dzialanie do$¢ zlozone i w przypadku $red-
niej mozna uzyska¢ niepewno$¢ wypadkowa w prostszy sposob, wykorzystujac w tym
celu centralne twierdzenie graniczne [5]. Zgodnie z nim, gdy sumuje si¢ niezalezne
bledy o takich samych rozktadach, rozklad btedu wypadkowego dazy do rozktadu
normalnego. Dla procesu kwantowania, w celach praktycznych juz od N = 4, mozna
uznac rozktad bledu wypadkowego jako normalny. Wéwczas, niezaleznie od rozktadu
bledu oceny, dla $redniej z serii zachodzi:

ol =%[az(l)+02(2)+...+02(N)]=%0'2 (34)
gdzie o jest odchyleniem standardowym. Gdy uwzgledni sig, ze dla rozkladu normal-
nego niepewno$¢ dla p = 0,95 jest dwukrotnie wieksza niz odchylenie standardowe
[3], zachodzi:

_20
U= (35)

5. Podsumowanie

Przedstawiony wywdd matematyczny prowadzi do uzyskania opisu pojedyncze-
go wyniku pomiaru w postaci przedziatu liczbowego, ktérego srodkiem jest ocena
wyniku, a promieniem niepewno$¢. Postawa tego wywodu jest analiza procesu kwan-
towania, jednak uzyskane zalezno$ci matematyczne mozna wykorzysta¢ dla kazde-
go wyniku pomiaru bezposredniego. Mozna to uzasadni¢ dwoma podstawowymi
argumentami. Po pierwsze, wszystkie wzorce maja strukture ziarnista, ktora narzu-
ca ich konstruktor, a gdy tak nie jest, to ujawnia si¢ ona na poziomie kwantowym.
Po drugie, nawet wtedy, gdy traktuje sie wzorzec jak ciagly, to ograniczona rozdziel-
czo$¢ pomiaru powoduje, Ze opis wyniku jego wyniku ma cechy ziarnistosci.

Zaleznosci, opisane w koicowym fragmencie pracy, pozwalaja na stwierdzenie,
ze opis pojedynczego wyniku pomiaru powinien by¢ fundamentem budowania opisu
mezurandu, traktowanego jako rezultat przetworzenia ciggu danych pomiarowych za
pomoca stosownego algorytmu [1]. Przykladem takiego algorytmu moze by¢ opisane
tu usrednianie ciggu wynikow. Niepewnos$¢ mezurandu, w tym przypadku $redniej,
moze by¢ wyznaczona na podstawie znajomosci bledéw pojedynczych wynikéw,
sktadajacych sie na ciag przetwarzanych danych pomiarowych.
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