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1. Wstep

We wspdlczesnej metrologii zmienia si¢ podej$cie w dziedzinie opracowania wy-
niku pomiaru. Tradycyjna ocena, w postaci statystycznej analizy wynikow obserwacji,
zastepowana jest probabilistyczng oceng Zrédel niepewnosci zwigzanych z pomiarem
wielko$ci mierzonej.

Koncepcje probabilistycznego opracowania wyniku pomiaru promuje migdzyna-
rodowy dokument [1], wydany w latach dziewie¢dziesigtych ubieglego stulecia przez
siedem najwazniejszych organizacji metrologicznych. Koncepcja zaktada jednakowe
traktowanie, przy opracowaniu wyniku pomiaru, informacji pochodzacych z ré6znych
zrodel, szczegolnie tych ktore wywodza sie spoza samego pomiaru, a uzyskanych na
podstawie wiarygodnych analiz zwigzanych z opisem procesu pomiarowego. Infor-
macje te zapisywane sg w postaci zmiennych losowych, a dalsze ich przetwarzanie
odbywa sie zgodnie z regutami rachunku probabilistycznego. Podejscie to znajduje
potwierdzenie w innych opracowaniach [2 + 9] wiodacych instytucji w dziedzinie
metrologii. W literaturze migedzynarodowej szczegélne miejsce znajduje w ksigzkach
naukowych poswieconych zagadnieniom niepewnosci pomiaru [10+26].

Obecnie opracowywany jest pakiet dokumentéw wyznaczajacy nowy standard
w dziedzinie opracowania danych pomiarowych. Pakiet ten firmowany jest przez
Migdzynarodowe Biuro Miar.

2. Dokumenty przygotowywane pod egida
Miedzynarodowego Biura Miar

W 1997 roku pod egida Mi¢dzynarodowego Biura Miar (BIPM) zostal powo-
tany Wspoélny Komitet ds. Przewodnikéw w Metrologii (JCGM - Joint Committee
for Guides in Metrology), ktorego zadaniem jest opracowanie nowych zasad wyraza-
nia niepewnosci pomiaru i zwigzanej z nimi terminologii. Prace Komitetu tocza si¢
w dwoch grupach roboczych. Pierwsza z nich zajmuje si¢ bezposrednio zagadnie-
niami zwigzanymi z niepewnoscig pomiaru, a druga z problematyka terminologicz-
n3. Owocem dzialania pierwszej grupy jest zestaw trzech dokumentéw [27, 28, 29],
a owocem pracy drugiej grupy miedzynarodowy stfownik terminologiczny [30]. Zna-
kiem rozpoznawczym prac pierwszego zespotu jest akronim GUM (Guide Uncerta-
inty Measurement), a drugiego akronim VIM (Vocabulary International Metrology).
Nalezy doda¢, ze dokument [28] jest elektroniczng wersja Przewodnika wyrazania
niepewnosci pomiaru, wydrukowanego pierwotnie w 1993 roku. Obecnie trwaja
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prace nad kolejnymi dokumentami powyzszego pakietu, ktore beda sukcesywnie
upubliczniane w postaci wersji elektronicznych, dostepnych na stronie internetowej
BIPM.

Pelny pakiet dokumentéw tworzy zbidr dziewieciu opracowan:

1) Guide to the expression of uncertainty in measurement. GUM 1995 with minor

corrections. JCGM 100:2008;

2) Supplement 1 to the Guide - propagation of distribution using a Monte Carlo

method. JCGM 101:2008;

3) Supplement 2 to the Guide - extension to any number of output quantities. JCGM

102;

4) Supplement 3 to the Guide — modelling. JCGM 103;
5) An introduction to the Guide and related documents. JCGM 104:2009;
6) Concepts, principles and methods for the assessment of measurement uncer-

tainty. JCGM 105;

7) 'The role of measurement uncertainty in conformity assessment. JCGM 106;
8) Applications of the least-squares method;
9) Bayesian methods.

Ponizej skrotowo przedstawiono zawarto$¢ tych materialow.

»Supplement 1 to the Guide — Propagation of distributions using a Monte Carlo
method” (JCGM 101:2008) - dokument zawiera kluczowe wytyczne co do nowego
podejscia w dziedzinie wyrazania niepewno$ci pomiaru, wraz z odpowiednig ter-
minologig i zbiorem pojec¢. Podstawowa jego ideg jest zasada propagacji rozktadow
realizowana poprzez model matematyczny pomiaru przy uzyciu symulacji Monte
Carlo. Miarg wyniku pomiaru jest rozklad prawdopodobienstwa zwigzany z wielko-
$cig wyjsciows, wyznaczany na podstawie rozktadow wielkosci wejsciowych. Wynik
pomiaru przestawiany jest w postaci parametréw tego rozkladu: wartosci oczeki-
wanej, odchylenia standardowego i kwantyli rozkladu dla okreslonego prawdopo-
dobienstwa, jako granic przedzialu rozszerzenia. Dokument przedstawia zalecang
procedure Monte Carlo, umozliwiajacg obliczanie wszystkich powyzszych parame-
trow. Wielko$¢ mierzona scharakteryzowana jest przez funkcje gestosci prawdopo-
dobienstwa. Jej warto$¢ oczekiwana traktowana jest jak najlepsza estymata wielkosci
mierzonej, a odchylenie standardowe jako niepewnos¢ standardowa zwiazana z ta
estymatg. Material réwniez omawia algorytm postepowania z uwzglednieniem liczby
probkowan, umozliwiajacej osiagniecie zatozonej dokladnosci obliczeniowej prze-
dzialu rozszerzenia dla wielko$ci mierzonej. Przyjmuje dwie koncepcje przedziatu
rozszerzenia, symetrycznego probabilistycznie i najkrotszego, dla zalozonego praw-
dopodobienstwa. Ten drugi moze by¢ asymetryczny wzgledem wartosci oczekiwanej
rozktadu zwigzanego z wielkoscig mierzong. Opracowanie powyzsze przedstawia tez
przyklady obliczeniowe i procedure walidacyjng wyznaczania niepewnoéci pomiaru
metodami analitycznymi przy uzyciu symulacji Monte Carlo.

»Supplement 2 to the Guide - Extension to any number of output quantities”
(JCGM 102) - dokument rozszerza problematyke obliczania niepewnosci pomiaru
na modele, w ktérym wystepuje wigcej niz jedna wielko$¢ wyjsciowa. Przedstawia jg
jako wielko$¢ wektorowa, w postaci macierzowej. Opisuje symulacje Monte Carlo dla
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modeli wielowymiarowych, w celu wyznaczenia dla nich odpowiedniego wielowy-
miarowego rozkladu prawdopodobienstwa. Na jego podstawie mozna wyznaczy¢ od-
powiednik przedzialu rozszerzenia, jak dla wielkos$ci jednowymiarowych, w postaci
obszaru rozszerzenia. Obszar ten w ogélnym przypadku powinien by¢ najmniejszym
dla okreslonego prawdopodobienstwa. W przypadku wielowymiarowej funkeji Gaus-
sa, jako rozkladu wielkosci wyjsciowej, przybiera postac hiper-elipsoidy, a w innych
przypadkach moze przyjmowac postac hiper-prostokata. Material zilustrowany jest
kilkoma przyktadami obliczeniowymi.

»Supplement 3 to the Guide - Modelling” (JCGM 103) - dokument dotyczy
trzech gtéwnych zagadnien: tworzenia modelu pomiaru, klasyfikacji modeli oraz
ich obliczen. Pierwsze z zagadnien omawia jak, przy znajomosci zjawisk fizycznych
i praktyki pomiarowej, powigza¢ wielko$ci wejsciowe z wielko$ciami wyjsciowymi.
Uwzglednia sig¢ tu oddziatywanie wielkoéci wptywajacych na wynik pomiaru. Moga
by¢ nimi zaréwno oddziatywania przypadkowe jak i systematyczne. Klasyfikacja mo-
deli dotyczy matematycznego opisu pomiaru bezposredniego i posredniego wielkosci
jedno i wielowymiarowej, w tym wektorowych. Obliczenia natomiast zwigzane sg
z wyznaczaniem estymat powyzszych wielko$ci i powigzanych z nimi niepewnosci
z uwzglednieniem ich korelacji.

»Ihe role of measurement uncertainty in conformity assessment” (JCGM 106)
- dokument dotyczy oceny zgodnosci wielko$ci mierzonej z okreslonymi wymaga-
niami. Wymagania wyznaczaja granice zgodno$ci w postaci przedziatu dla zbioru
mozliwych warto$ci wielko$ci mierzonej. Przedzial ten powinien obejmowac wartos¢
oczekiwang i odchylanie standardowe rozkladu zwigzanego z wielko$cig mierzona.
Poniewaz wiedza o wielko$ci mierzonej nigdy nie jest kompletna, zawsze istnieje
okreslone ryzyko oceny zgodnosci. Material przedstawia problematyke obliczania
prawdopodobienstwa zgodnosci w kontekscie btedéw wyznaczania granic zgodnosci
i strefy akceptacji. Rozwaza przypadek przedzialu dwustronnego z okreslonymi gorng
i dolng granicg oraz przypadek przedzialu jednostronnego z okreslong tylko gorna
granicg i zerowa dolng wartoscig graniczng.

»Applications of the least-squares method” — dokument dotyczy zagadnienia wy-
korzystania metody najmniejszych kwadratéw przy wzorcowaniu i adiustowaniu. Me-
toda umozliwia wyznaczenie funkcji okreslajacej relacje pomiedzy wartoscig zadawang
wielkosci mierzonej, a warto$cia odpowiedzi wzorowanego lub adiustowanego urza-
dzenia pomiarowego. Jej wynikiem jest okreslenie parametréw adjustacji lub dopaso-
wanie krzywej kalibracji. W procesie kalibracji typowymi wielkosciami zadawanymi sa
wartosci certyfikowanych wzorcéw odniesienia. Dopasowanie powinno uwzgledniaé
fakt niepewnosci pomiarowych zwigzanych z tymi wartosciami. Moze mie¢ posta¢
liniowej lub nieliniowej krzywej kalibracji, przy wyznaczaniu ktérej uwzglednia sig
wiedzg na temat zjawisk fizycznych zwigzanych z wykonywanym pomiarem.

Powyzsze dokumenty wyznaczaja podstawowy kanon opracowania danych po-
miarowych, w mysl ksztaltujacej si¢ wspolczes$nie koncepcji metrologicznej i dlatego
nosza wspolny tytul ,,Evaluation of measurement data”. Celem ich jest bowiem wy-
pracowanie wspoélnej metodyki opracowania wyniku pomiaru, jednolitej dla calego
obszaru zastosowan metrologicznych.
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3. Zagadnienia terminologiczne zwigzane z wyrazaniem
niepewnosci pomiaru

Obok metodologii zwigzanej z wyrazaniem i obliczaniem niepewnosci pomiaru
ksztaltuje sie terminologia z nig zwigzana. Swiadczy o tym fakt, Ze w nowym stow-
niku metrologicznym, juz trzeciej edycji VIM (International vocabulary of metrol-
ogy - Basic and general concepts and associated terms), znalazlo si¢ az kilkanascie
zdefiniowanych terminéw dotyczacych niepewnosci pomiaru, a wérdd nich takie jak:
niepewno$¢ definicyjna, niepewno$¢ docelowa, niepewnos¢ przyrzadowa, niepew-
no$¢ rozszerzona, niepewno$¢ standardowa czy przedzial rozszerzenia.

We wstepie do tego dzieta autorzy podkreslaja dwa podejscia, jedno zwigzane
z tradycyjng koncepcja opartg na statystycznej analizie bledu pomiaru (Error Ap-
proach, Traditional Approach lub True Value Approach), drugie zwigzane z teoria
niepewno$ci opartg na probabilistycznej metodzie propagacji rozkladow (Uncertainty
Approach).

Oba podejscia przyjmuja zalozenie o wyznaczaniu niepewnosci pomiaru na pod-
stawie rozkladu zwigzanego z wynikiem pomiaru, lecz w pierwszym jest to rozklad
o charakterze statystycznym, a w drugim o charakterze probabilistycznym. Réznica
pomiedzy tymi rozktadami polega na tym, iz w przypadku rozkladu statystycznego
parametry jego sa zmiennymi losowymi, a w przypadku rozkladu probabilistyczne-
go parametry jego sg liczbami stalymi. W pierwszym wypadku mamy do czynienia
z zagadnieniem zmiennosci tych parametréw, w drugim przypadku taka sytuacja
jest wyeliminowana, poniewaz wyznaczone parametry pozbawione s3 wewnetrznej
niepewnosci. Aby odrdzniac¢ oba podejscia zaproponowano zréznicowanie termino-
logiczne dotyczace wyrazania niepewnos$ci w obu sytuacjach. Szczegdlnie dotyczy
to takich poje¢ jak: przedziat ufnosci (confidence interval) i przedziat rozszerzenia
(coverage interval) oraz poziom ufnosci (confidence level) i prawdopodobieristwo roz-
szerzenia (coverage probability). Terminy przedziat ufnosci i poziom ufnosci zwigzane
s3 z rozkladem statystycznym (otrzymanym na podstawie serii obserwacji), a pojecia:
przedziat rozszerzenia i prawdopodobieristwo rozszerzenia z rozkladem probabilistycz-
nym (otrzymywanym metodg propagacji rozkladow wielko$ci wejsciowych poprzez
model matematyczny pomiaru wielko$ci wyjsciowej). O ile pojecia zwigzane z roz-
kladem statystycznym (zmiennej losowej zawigzanej z ograniczong liczebnie serig
obserwacji) s3 dobrze znane w krajowej literaturze naukowej, o tyle pojecia zwigzane
z rozkladem probabilistycznym (zmiennej losowej ciaglej lub dyskretnej zwigzane;j
z populacja) sa nowymi pojeciami. Jezykowo nawigzuja do terminu wspotczynnik
rozszerzenia (coverage factor), z zalozeniem translacyjnym, ze w tym kontekscie sto-
wo coverage mozna thumaczy¢ jako rozszerzenie. Nalezy doda¢, ze pojecia przedzial
rozszerzenia i prawdopodobieristwo rozszerzenia, jak i wiele innych, wprowadza do
krajowej praktyki terminologicznej norma polska PKN-ISO/IEC Guide 99 [31], wy-
dana w kwietniu 2010 roku.

W pierwszym podejsciu (Error Approach lub True Value Approach) zaklada
sie istnienie hipotetycznej, pojedynczej, lecz niepoznawalnej warto$ci prawdziwe;j
zwiazanej z wielko$cig mierzong. Celem analizy jest wyznaczenie przedziatu ufnosci
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zawierajagcego z okreslonym prawdopodobienstwem tg hipotetyczng wartos¢. Prze-
dziat buduje si¢ wokot wartosci $redniej otrzymanej na podstawie serii obserwacji.
Zaklada sie przy tym, ze wszystkie obserwacje wywodza si¢ z populacji o rozkladzie
normalnym.

Drugie podejscie (Uncertainty Approach) nie przyjmuje zalozenia o istnieniu
hipotetycznej, pojedynczej wartoéci prawdziwej, ale traktuje kazda wartos¢, ktora
mozna przypisa¢ wielkosci mierzonej jako jej warto$¢ prawdziwg. W zwigzku z po-
wyzszym kazdej wielko$ci mozna przypisa¢ okreslony zbiér mozliwych wartosci.
Zbidr taki mozna wyznaczy¢ i przedstawi¢ w postaci rozkladu prawdopodobien-
stwa. Obliczenia wykonuje si¢ metoda propagacji rozkltadéw przypisanych wielko-
$ciom wej$ciowym poprzez model matematyczny wielko$ci wyjsciowej. Propagacije
mozna realizowa¢ metoda Monte Carlo, a w przypadku modeli linowych (na ogo6t
dla pomiaréw bezposrednich lub posrednich linearyzowanych) réwniez przy uzyciu
operacji splotu matematycznego. Miarg niepewnosci pomiaru jest dtugos¢ przedziatu
rozszerzenia rozkladu wyjsciowego obliczana dla okreslonego prawdopodobienstwa
rozszerzenia, na ogot réwnego 95 %.

4. Historyczne zrédta niepewnosci pomiaru

Mozna postawi¢ pytanie, gdzie nalezaloby szuka¢ poczatkéw ksztaltowania sie
wspolczesnej mysli w dziedzinie opracowania danych pomiarowych. Poczatki te hi-
storycznie mozna wigza¢ z trzema intelektualnymi osiggnieciami mysli matematycz-
nej. Wszystkie pojawily sie prawie w tym samym czasie za sprawg trzech wybitnych
intelektualistow z przetomu XVIII i XIX wieku.

Adrien Marie Legendre (1752 - 1833), Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) i Pier-
re Simon Laplace (1749 - 1827), za sprawg swoich publikacji, stworzyli podstawy
wspolczesnej metodyki opracowania danych pomiarowych. Przedstawili w nich trzy
podstawowe rozwigzania, ktére wspolczesnie znane sa pod nazwami: metoda naj-
mniejszych kwadratéw, prawo propagacji bfedu oraz centralne twierdzenie graniczne.
Przedstawione zostaly, nijako na marginesie zasadniczych publikacji, kolejno w latach
1805, 1809 i 1810. Prace nie tworza oddzielnych dziel, lecz raczej s uzupelnieniami
szerszych opracowan.

Legendre w dziele pt. ,Nouvelles methodes pour la determination des orbites
des cometes”, ktore ukazato si¢ w 1805 roku zamieszcza kilkustronicowy dodatek
»our la methode des moindres quarres”. Przedstawia w nim metode minimalizacji
sumy kwadratow bledow. Jezeli przedstawimy réwnie wielkos$ci mierzonej w postaci
liniowej to mozemy zapisa¢ szereg rownan btedu tej wielkosci:

E =a+bx+cy+dz+... (1)

gdziea, b, c, ... s3 znanymi wspotczynnikami, a x, y, z, ... nieznanymi wielko$ciami
wejsciowymi. Zmienne réwnania mozna wyznaczy¢ podnoszac do kwadratu bledy
i sumujac je tak, aby wyznaczaly najmniejszg z mozliwych warto$ci. Wspdlczesnie
metoda ta stosowana jest w analizie regresji.
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Kolejne rozwigzanie przynosi praca Gaussa z 1809 roku pt. ,,Theoria Motus Cor-
porum Coelestium in Sectionibus Conicis Solum Ambientium”. Autor przedstawia
podobnie wygladajacy liniowy uklad réwnan:

V.=ax+by+cz+... (2)
i formutuje btad jako réznice pomiedzy obliczong warto$cig V, a zaobserwowang M,

A=V -M, 3)

i i i

Prawdopodobienstwo bledu charakteryzuje krzywa @(A) , ktéra jest symetryczna
i osigga maksimum dla A, = 0. Przyjmuje aksjomat, Ze najbardziej prawdopodobng
wartoscia pojedynczej, nieznanej obserwacji jest rednia arytmetyczna zbioru danych,
uzyskanego w tych samych warunkach pomiarowych podczas wielokrotnego powta-
rzania obserwacji. Postuluje, do opisu krzywej (rozkladu) btedu, przyjecie funkcji:
h o pex

<P(A)=ﬁe (4)

gdzie h jest stalg zwigzang z precyzja pomiaru. Jako ciekawostke mozna dodac, ze
w oryginalnym zapisie dzieta znajduje si¢ wzor (bez nawiaséw i znaku potegowego):

h —hhAA
0A \/; e (5)

Powyzszy zapis to posta¢ funkeji gestosci rozkladu normalnego (krzywej dzwo-
nowej).

Znajdujemy w powyzszym dziele réwniez zapis réwnan bledu, podobny do za-
pisu rézniczki zupelnej, w postaci sumy sktadowych poprzedzonych pochodnymi
czastkowymi. Jest to pierwotny zapis prawa propagacji bledu.

W 1810 roku Laplace w swoim ,,Supplement au memoire” formuluje tezg, ze
jezeli blad kazdej obserwacji jest taki sam, to prawdopodobienstwo, iz biad sredniej
n obserwacji bedzie zawarty w granicach: £rh/n, jest réwne:

2 |k k
N 2k,‘[exp{ Y r }dr (6)
gdzie h jest dlugoscig przedziatu, wewnatrz ktérego zawarty jest blad pojedynczej ob-

serwacji. Prawdopodobienstwo btedu zawartego w granicach od x = -h/2 do x = h/2
autor oznacza @(x/h) oraz definiuje, ze:

folihe e=fsele @

Jako ciekawostke mozna doda¢, ze w oryginale znajdujemy zapis powyzszego wzoru
catkowego w postaci (odwrdcenie zapisu funkcji podcatkowej i uzycie litery ¢ do

oznaczenia liczby e):
2 |k o
T e ®)

50



Czes¢l. Zagadnienia ogélne oceny niepewnosci pomiaru

W ten sposdb pojawia si¢ teza jednego z podstawowych twierdzen rachunku
prawdopodobienstwa, a mianowicie centralnego twierdzenia granicznego.

Nalezy tez doda¢, ze Laplace jeszcze w latach siedemdziesigtych XVIII stu-
lecia formuluje trzy warunki dotyczace krzywej (rozktadu) bledu: ma by¢ syme-
tryczna wzgledem wartosci prawdziwej, gdyz obserwacje jednakowo odchylaja si¢
od niej w kierunku wartosci wigkszych i mniejszych; musi zdaza¢ do zera odda-
lajac si¢ od wartosci prawdziwej, gdyz prawdopodobienstwo, ze wartos¢ obserwa-
cji moze by¢ nieskonczenie rézna od wartosci prawdziwej jest rowne zeru; obszar
(pole powierzchni pod krzywa btedu) musi liczbowo by¢ réwny jeden, gdyz pew-
ne jest zdarzenie, ze kazda obserwacja zawarta jest pod ta krzywa. Takie kryteria
spelnia oczywiscie krzywa rozktadu normalnego, ale propozycje jej zastosowa-
nia do opisu rozkladu bledu pomiaru przedstawil dopiero Gauss (Laplece poczat-
kowo uwazal, ze takie kryteria moze spetni¢ wiele funkcji, m.in. logarytmiczne,
np. e(x) = (1/2a)-log(a/|x|), gdzie a wyznacza granice przedzialu btedu e - wniosko-
wanie z 1777 roku).

Historycznie, zagadnienie wartosci prawdziwej zwigzanej z wynikiem pomia-
ru pojawia si¢ w pracach prekursoréw wspolczesnej metrologii. Juz w XVIII wieku
uswiadamiano sobie, ze zaden wynik pomiaru nie bedzie zgodny z domniemang
wartoscig prawdziwa. Przy kazdym pojedynczym pomiarze popelnia si¢ pewien biad
wynikajacy z losowosci odczytu wartosci obserwacji. Pozostaje zatem zawsze pewna
nieznana réznica pomiedzy wartoécig obserwacji i jej wartoscig prawdziwa. Jednym
z pierwszych myslicieli, ktdry zastanawial si¢ na kwestg rozkladu dla tej przypadko-
wej roznicy, czyli bledu pomiaru, byt Thomas Simpson (1710-1761). W 1757 roku
zastanawiajgc sie nad ksztaltem krzywej btedu pomiaru wywnioskowat, ze jezeli btagd
pomiaru zawiera sie w granicach okreslonego odcinka, to wyniki pomiaru powinny
sie powtarza¢ proporcjonalnie do ciagu liczbowego: 1, 2, ..., n, ..., 2, 1, przyjmujac
wartosci w obrebie tego przedziatu. Bylo to pierwsze w historii wyobrazenie funkcji
gestosci prawdopodobienstwa bledu pomiaru, w postaci dyskretnej. Jak mozna si¢
tatwo domysle¢ miata ona postac tréjkata réwnoramiennego, dlatego rozklad tréj-
katny czesto nazywany jest rozkladem Simpsona.

Jednakze nie rozktad tréjkatny, lecz wlasnie rozklad normalny jest jednym z pod-
stawowych rozkladéw rachunku prawdopodobienstwa, stuzacych do opisu krzywej
bledu, a ze wzgledu na powyzsze okolicznosci nosi réwniez nazwe rozktadu Lapla-
cea-Gaussa. Stal sie podstawg oceny wyniku pomiaru i jednym z zalozen wykorzy-
stywanych w teorii niepewnosci. Teoria ta bowiem zaklada, ze kazda obserwacja
wywodzi si¢ z populacji o rozkladzie normalnym. To oczywiscie nie oznacza, ze roz-
kiad zwigzany z wielko$cig mierzong jest normalny. Ten nalezy dopiero wyznaczy¢,
stosujac metode propagacji rozkladow wielkosci wejsciowych na podstawie modelu
matematycznego wielkosci wyjsciowej.

Trzy wymienione powyzej historyczne rozwiazania tworza podstawy wspotcze-
snej metrologii teoretycznej w dziedzinie opracowania wyniku pomiaru. Powstaty
na wiele lat przed ich praktycznym zastosowaniem i, cho¢ zostaly przyjete bez na-
ukowego dowodzenia, $wiadczg o trafnosci wnioskowania. Powstaly prawie w tym
samym czasie, niezaleznie w umyslach ich twércéw, gdyz obieg informacji nauko-
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wej w poczatkach XIX wieku byt bardzo ograniczony. Mozna sadzi¢, ze autorzy roz-
wigzan, cho¢ stworzyli nierozerwalny tancuch wnioskowan (centralne twierdzenie
graniczne wymaga przyjecia zalozenia o rozkladzie normalnym, a ten umozliwia
rozwigzanie problemu propagacji btedu, ktéra nie moze sie obejs¢ bez metody naj-
mniejszych kwadratéw), to prawdopodobnie nie znali swoich prac. Ten krotki czas
pomiedzy rokiem 1805 i 1810 zbudowal podstawy niepewnosci pomiaru. Mialo to
miejsce w dobie romantyzmu, ktéra to aksjologicznie w nauce kojarzy sie, nie bez
przyczyny, z genialng intuicja.

5. Teoria prawdopodobienstwa warunkowego w metrologii

Obok koncepcji Uncertainty Approach we wspotczesnej literaturze metrologicz-
nej dyskutowana jest metodyka bayesianowska opracowania danych pomiarowych.
Podejscie to opiera si¢ na twierdzeniu Thomasa Bayesa (1702 -1761) o prawdopo-
dobienstwie warunkowym. W tym miejscu mozna zauwazy¢, ze poczatki zagadnien
zwigzanych z niepewno$cig pomiaru nalezy wigza¢ z postaciami dwdch Thomasow:
Simpsona i Bayesa. Obaj zyli i tworzyli w tym samym miejscu i czasie, w Anglii
pierwszej potowy XVIII wieku.

Teoria prawdopodobienstwa warunkowego pozwala na Igczenie informacji
o wielkosci mierzonej pochodzacej spoza pomiaru z danymi pomiarowymi. Wiedza
o wielko$ci mierzonej nigdy niej jest kompletna, ale mozna ja jedynie przyblizy¢,
taczac ze sobg informacje réznej natury. Koncepcja powyzsza sprowadza si¢ do
tezy, ze rozklad prawdopodobienstwa wielkosci mierzonej, w postaci zbioru moz-
liwych dla niej wartosci, powstaly w oparciu o dost¢epna wiedze, aktualizowany
jest na podstawie informacji dostarczonych przez dane pomiarowe. Informacje te
przedstawiane s3 w postaci funkcji gestosci prawdopodobienstwa. Funkcja tworzona
jest na podstawie dostepnej informacji (state of knowledge) o wielko$ci mierzonej,
ktdra nigdy nie jest pelna i kompletna. Dostepna wiedza o niej jedynie charakte-
ryzuje stopien wiary (degree of belief), ze wielko$¢ mozna wyrazi¢ poprzez rozklad
mozliwych dla niej wartosci. Przyjmuje sig, ze zbior tych wartosci opisuje wielkos¢
mierzong, wyrazang poprzez jego parametry probabilistyczne w postaci wartosci
oczekiwanej, odchylenia standardowego i przedzialu rozszerzenia. Warto$¢ oczeki-
wana jest miarg esymaty wielko$ci, a odchylenie standardowe miarg niepewnosci
standardowe;j.

Przyjmuje si¢, ze wiedze o wielko$ci mierzonej mozna czerpa¢ bezposrednio
z pomiaru, na podstawie danych pomiarowych oraz spoza pomiaru, na podstawie
informacji o procesie pomiarowym. Na podstawie analizy powyzszej wiedzy powstaja
dwa zbiory informacji. Zbior okreslony na podstawie wiedzy o samym pomiarze
stanowi informacje pierwotna (prior information) o wielko$ci mierzonej. Probabili-
styczne parametry tego zbioru wyznaczane sg na ogét przed wykonaniem pomiaru.
W trakcie pomiaru natomiast pozyskiwane sa dane, ktore stuzg do okreslenia dru-
giego zbioru, ktérego parametry okreslane sg metoda statystyczng. Dane te aktuali-
zuja zbidr pierwotny tworzac nowy zbdr wynikowy (posterior information). Zbior ten
takze charakteryzowany jest parametrami probabilistycznymi.
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Wyznaczenie zbioru wynikowego opiera si¢ na twierdzeniu Bayesa, ktore mowi,
ze prawdopodobienstwo tego zbioru jest iloczynem prawdopodobienstw zbioru pier-
wotnego i zboru danych. Zasade powyzsza mozna zapisa¢ w ogdlnej postaci:

p(¥]48)=Cp(r|4) p(]5) ©)

gdzie Y oznacza wielko$¢ mierzona, A oznacza zbiér danych pomiarowych, B oznacza
zbiér informacji o wielkosci mierzonej, wynikajaca z wiedzy o procesie pomiarowym,
a Cjest stalg proporcjonalnosci. Celem dziatania metrologicznego jest wyznaczenie
zbioru Y| AB. Zapis powyzszy oznacza, ze informacja o wielkoéci mierzonej Y jest
warunkowana danymi pomiarowymi A i wiedzg wczesniejsza o pomiarze B. Row-
nanie powyzsze mozna zapisa¢ w postaci funkeji gesto$ci prawdopodobienstwa dla
wielko$ci mierzonej:

1o)=K-g(n)-1(n:p.0) (10)

gdzie K oznacza stalg proporcjonalnosci, g(1) funkcje gestosci prawdopodobienstwa
danych pomiarowych, I(#; y,0) funkcje wiarygodnosci dotyczacg wiedzy o pomiarze
na podstawie wcze$niejszej analizy procesu pomiarowego. Funkcja ta ma okreslone
parametry wynikajgce z posiadanej wiedzy. Na jej podstawie przyjmuje sie warto$é
oczekiwang y i odchylenie standardowe 0. Zakfada si¢ rowniez dla tej funkcji rozklad
normalny w postaci:
2
(n—mn) ] (11)

) 1
l(n,,u,a) B \/ﬂ o °xp| T 20°

Dla danych pomiarowych oba parametry estymuje si¢ odpowiednimi statystykami
na podstawie serii obserwacji. Estymatg wartosci oczekiwanej jest warto$¢ $rednia,
a estymatg odchylenia standardowego statystyka bayesianowska postaci:

g(n

S (Mpges =47 —55(7) (12)

gdzie s(¥) to odchylenie standardowe eksperymentalne $redniej, # to liczba obser-
wacji. Nalezy pamigta¢, ze zalezno$¢ powyzsza ma sens matematyczny, gdy n > 3.
Zastosowanie powyzszej statystyki, w miejsce odchylenia standardowego ekspery-
mentalnego $redniej, spowodowane jest przyjeciem zatozenia o normalno$ci roz-
kfadu dla danych pomiarowych. Jak wiadomo z podstaw statystyki matematycznej,
zgodnie z wnioskowaniem Williama Gosseta (1876 - 1937), rozkltadem dla $rednie;j
z ograniczonej liczebnie serii obserwacji jest rozktad zmiennej t zwany rozkltadem
Studenta ($cisle jest to rozklad ilorazu rdéznicy tej $redniej i warto$ci oczekiwanej
populacji danych, o rozkladzie normalnym, w odniesieniu do odchylenia stan-
dardowego eksperymentalnego $redniej). Nalezy doda¢, ze mnoznik we wzorze
powyzej jest rowny odchyleniu standardowemu tego rozkladu o liczbie stopni swo-
bodyv=n-1.

Przyjecie zalozenia o normalnosci rozkladu ma réwniez dodatkowy aspekt,
a mianowicie ten, ze parametry rozktadu dla wielko$ci mierzonej s statymi, a nie
zmiennymi losowymi jak w podejéciu statystycznym (gdy wielko$¢ mierzong ocenia
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sie tylko na podstawie serii obserwacji). Funkcje gesto$ci rozkladu zwigzanego z da-
nymi pomiarowymi mozna zapisa¢ w postaci:

_(n-yy
exp > (13)

—\2
Bayes S (y )Bayes

(1) =———
g(n =)

Aby wyznaczy¢ parametry rozkladu wynikowego dla wielko$ci mierzonej,
powstatego w oparciu o twierdzenie Bayesa, przyjmijmy dla wygody nastepujace
oznaczenia: y, = y; u, = o oraz y, = y; u, = s(y),, .. Uzyskujemy proporcjonalnos¢:

g(ﬂ|yl,u1)“exp[—(n_yl) —(’];uyZ) }xexp{—%(%+%jnz+{%+y—ijn} (14)

2u, u, U u, U

Poniewaz wzajemne przemnazanie funkcji Gaussa daje w wyniku réwniez funk-
cje Gaussa, to istnieje taka jej postac, ze:

g(nlyu)e< exx{—%} oc eXp{—%(u%an +(%) f’/} (15)

Prowadzi to do wniosku, iz parametry funkeji wynikowej (posterior function), opisu-
jacej wielko$¢ mierzong, powigzane sg zaleznosciami:
1
Lo .
utoou; U usoou;uy

(16)

gdzie y jest estymatg wielko$ci mierzonej, a u niepewnoscia standardowa. Mozna te
parametry zapisa¢ w postaci:

2 2 2 2
u u u'u
y:yl( 2 j+y2[ ! Zj oraz u’= 2‘ 22 (17)

2 2 2
u, +u2 u, +1/l2

W pomiarach nazywanych poréwnaniami ta sama wielko$¢ mierzona wyzna-
czana jest przez wielu uczestnikéw poréwnan. Kazdy z nich moze otrzymac inna
wartos$¢ estymaty wielkosci i zwigzanej z nig niepewnosci standardowej. Parametry te
mozna traktowa¢ jako warunkujace nieznany rozktad prawdopodobienstwa zwigzany
z wielkoscig mierzona:

! _(n=x)
g(77|y1’u1:~~yN7”N)_li_1[\/Euiexp[ 2ui2 J (18)

Powyzsze réwnanie ma jedynie sens, gdy kazdej estymacie wielko$ci mozna przypisaé
rozklad normalny. Znajdujac proporcjonalnos¢:

g(;7|y17ul""yN7uN)°< exp|:_%z(7l;—3/i):|‘x exp{—%[zizjnz +[Zl/}:_;]77:| (19)

i=1 i i=1 U;
oraz wiedzac, ze istnieje taka funkcja Gaussa dla ktdrej:
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g(nyisttysees yy sy ) o< exp{—@} o em{—%(%jnz +(%}7} (20)

mozemy otrzymac:

N N
Y _N L _
— = — oraz — =
u i=1 U; i

1 (21)
uw Fu

Na tej podstawie okresla si¢ parametry warto$ci odniesienia dla wynikéw poréwnan
miedzylaboratoryjnych:

NP Sh )
y=u Z—; oraz u’ =(z—2] (22)
i=1 U =l U;

gdzie y, to estymata wielko$ci mierzonej otrzymana w i-tym laboratorium pomiaro-
wym, a u, to niepewnos¢ standardowa zwigzana z tg estymata. Zalezno$ci powyzsze
stosuje si¢ w praktyce przy ocenie wynikéw pomiaréw poréwnawczych, gdy wielko$é
mierzona, w postaci np. wzorca, bada sie¢ w réznych laboratoriach, pragnac uzyskac
wynik wartosci odniesienia. Wykorzystuje sie¢ je przy ocenie wartosci odniesienia
w poréwnaniach kluczowych, do realizacji wartosci jednostki miary SI, poprzez wy-
znaczenie warto$ci odniesienia poréwnan kluczowych. Przyjmuje si¢ ja jako najbliz-
szg realizacje jednostki miary SI.

Teoria prawdopodobienstwa warunkowego przedstawiona powyzej dobrze
sprawdza si¢ przy opracowaniu wynikéw poréwnan miedzylaboratoryjnych. Pod-
stawowym, stawianym tu problemem jest pytanie, jaka jest warto$¢ i niepewnos¢
wielkosci mierzonej, gdy wyniki pomiaru uzyskiwane s3 w réznych laboratoriach
pomiarowych, z ktorych kazde wyznacza jej inng warto$¢ wraz z niepewnoscia. Uzy-
skiwane warto$ci wielkosci mierzonej s3 w rozsadny sposdb usredniane wagowo,
a role tych wag pelnia niepewnosci pomiaru.

6. Podsumowanie

Celem tego rozdzialu bylo przedstawienie réznych aspektéw zwigzanych z wy-
razaniem niepewnosci pomiaru, znajdujacych odbicie we wspoéltczesnej literaturze
metrologicznej. Podkres§lono réwniez aspekt historyczny, obszernie zarysowany
w pracy [26], gdyz zagadnienia niepewnosci pomiaru maja swoja ciagtos¢ i ewoluuja
wraz z rozwojem nauk $cistych. W powyzszym aspekcie nalezy doda¢, ze wspolcze-
sna teoria niepewnosci, przedstawiona w pracy [10], faczy podejscie realizowane na
gruncie statystyki matematycznej z podejsciem probabilistycznym.

Zagadnienie roli prawdopodobienistwa warunkowego przy opracowaniu danych
pomiarowych, zgodne z podejsciem bayesianowskim, mozna natomiast znalez¢ w pracy
[13]. Aspekt ten ma charakter przyszlosciowy, gdyz zagadnieniu temu bedzie poswigco-
ny ostatni z przygotowywanych dokumentéw JCGM na temat ,,Bayesian methods”

Nalezy podkresli¢, ze wspolczesne podejscie promujace metode propagacji roz-
ktadow (propagation of distribution), ktére uzupetnia, a nawet zastepuje podejscie
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w postaci propagacji niepewnosci (uncertainty propagation), rozszerza metodyke
opracowania danych pomiarowych, wynikajaca z analizy wariancyjnej, na rzecz opisu
wielko$ci mierzonej w postaci policzalnego rozkladu prawdopodobienstwa zwigza-
nego z tg wielkoscig.

Mozna réwniez doda¢, ze w wiodacych czasopismach zwigzanych z metrologia,
na przestrzeni ostatnich lat, odnotowuje si¢ duzg liczbe artykuléw poswieconych
problematyce niepewnosci pomiaru. Oto niektdre z nich: ,,Metrologia” - 200, ,,Me-
asurement Science and Technology” - 80, ,,Measurement” — 80. Wsrdd nich ponad
polowa to prace dotyczace teoretycznych aspektéw niepewnosci, w tym zagadnien
zwigzanych z opracowaniem danych pomiarowych, metod obliczeniowych czy pro-
blematyki poréwnan wynikéw pomiaru. Publikacje te obejmuja szerokie spektrum
aktualnych spraw dyskutowanych na forum mi¢dzynarodowym.
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