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1. Wstep

W najnowszych opracowaniach [1], powstajacych pod auspicjami Migdzyna-
rodowego Biura Miar, preferowana jest zasada propagacji rozkladéw, polegajaca
na przedstawianiu wyniku pomiaru w postaci rozkladu prawdopodobienstwa, wy-
znaczonego na podstawie rozkladéw wielkosci wejsciowych poprzez matematycz-
ny model pomiaru wielko$ci mierzonej. Realizowa¢ ja mozna na drodze symulacji
Monte Carlo. Celem takiego dzialania jest wyznaczenie przedziatu rozszerzenia dla
wielkosci mierzone;j.

Przedzial rozszerzenia zostat przyjety jako miara niepewnosci wielkosci mierzo-
nej. Przedzial ten obejmuje znaczaca czes¢ zbioru mozliwych wartosci dla wielkosci
mierzonej. Okresla on szeroko$¢ rozktadu wielkoéci mierzonej.

W celu ulatwienia obliczen przedzialu rozszerzenia zostala opracowana metoda
analityczna, ktéra mozna stosowac dla liniowego modelu pomiaru, najczesciej wy-
korzystywanego w pomiarach bezposrednich. Dokladno$¢ obliczeniowa metody jest
poréwnywalna z numeryczng metoda odniesienia (symulacja Monte Carlo), dajaca
ten sam rezultat obliczeniowy przedzialu rozszerzenia, gdy niepewnos¢ standardo-
wa wyznacza si¢ z dwoma cyframi znaczacymi.

Z obliczaniem przedzialu rozszerzenia zwigzane jest rowniez zagadnienie wy-
znaczania wspodlczynnika rozszerzenia, ktéry moze by¢ traktowany jak kwantyl roz-
ktadu wielkosci mierzonej. Problematyka ta wynika gléwnie z potrzeby podawania
jego wartoéci w $wiadectwach wzorcowania przyrzagdéw pomiarowych [2]. Przy
opracowaniu wyniku wzorcowania stosuje si¢ na ogoét liniowe réwnania pomiaru, co
czyni metodg szczegdlnie przydatng dla laboratoriéw wzorcujacych.

2. Przedziatl i wspotczynnik rozszerzenia

Dla wielkosci wyjsciowej y okresla sie przedzial rozszerzenia zawierajacy z za-
danym prawdopodobienstwem zbidr mozliwych wartosci dla wielko$ci mierzone;.
Przedziat ten zdefiniowany jest w postaci dwdch umownie przyjetych wartosci gra-
nicznych (rys. 1):

10) = Do Py ()

zktérych y, oznacza dolng, a y,. , gérng granice przedziatu.
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Rys. 1. Przedzial rozszerzenia dla symetrycznego rozkltadu wartosci wielkosci mierzonej

Dla zbioru wartosci y mozna zbudowa¢ standaryzowang zmienng losowa w po-
staci:

y=y
(2)
u(y)

gdzie y jest estymata, a u(y) niepewnoscia standardowa. Mozna zdefiniowaé row-
niez granice w postaci:

77:

View =¥ af1=p
nlow u(y) ( 2 j ( )
Vhigh -y S 1+p
L= = G
nhlgh u(y) ( 2 j (4)

gdzie G'(«) jest kwantylem rzedu « rozkladu opisanego dystrybuanta G(z), a p
prawdopodobienstwem rozszerzenia. Dla symetrycznego probabilistycznie rozkla-
du zachodzi réwnos¢:

G! (l-l-_p) =—G! (1__17) =k (5)
2 2
gdzie k jest wspotczynnikiem rozszerzenia. Z uwagi na (3) i (4) mamy:
Yiw =¥ —k-u(y)=y-U (6)
yhighzy-"_k'u(y):y-'-U (7)

gdzie U = k - u(y) jest niepewnoscig rozszerzona.
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Dla funkcji gestosci rozkladu prawdopodobienstwa g(#) spelnione jest row-
nanie:

[g(mdn=p ®)

Na ogo6! przyjmuje sie, ze p = 95 %.

Jezeli wielko$¢ wyjsciowa y zwigzana jest zaleznoscig liniowa z wielkosciami
wejsciowymi x, to funkcja gestosci rozkladu zwigzanego z wielkoscig mierzong jest
splotem funkeji gesto$ci rozktadéw zwigzanych z wielko§ciami wejsciowymi:

g(m=g(6)* gy () )
gdzie ¢ s3 standaryzowanymi zmiennymi losowymi wielko$ci wejsciowych:

X, =X,

u(x;)
a X, jest estymatg wielkosci wejsciowej w postaci wartodci $redniej, a u(x,) niepew-
noscig standardowa wielkosci wejsciowe;j.

£ = (10)

3. Metoda analityczna

Metoda analityczna polega na przyblizeniu wyniku operacji splotu matematycz-
nego standardowych rozktadéw wielkosci wejsciowych. Moga nimi by¢ rozktady:
Studenta, normalny, prostokatny, tréjkatny i trapezowy. W metodzie wykorzysta-
no jako bardzo efektywne przyblizenie wielokrotnego splotu rozkladéw: normal-
nego, prostokatnego, trojkatnego i trapezowego rozkladem P:*N. Rozklad ten jest
pojedynczym splotem rozkladu prostokatnego z normalnym [3]. Funkcje gestosci
rozkladu P#N (rys. 2) najdogodniej mozna przedstawi¢ jako zalezng od parametru
r, bedacego ilorazem odchylen standardowych o, i o, tworzacych go rozktadéw pro-
stokatnego i normalnego:

g (1) = 1 mfrexp{—g—z} d& (11)
™ 2Jénr, %, 2
r =% (12)

Parametr r rozkladu P*N mozna przyblizy¢ ilorazem udziatu [4]:

r = ' (13)

gdzie u(y) = c, u(x) to najwigkszy udzial niepewnosci wielko$ci wejsciowej o rozkta-
dzie prostokatnym.
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Rys. 2. Funkcje gestosci splotu P+N rozktadéw prostokgtnego i normalnego o réznych
parametrach r

Przyblizenie powyzsze mozna rozszerzy¢ o splot rozktadow tréjkatnych i trape-
zowych. W celu znalezienia najwigkszego udziatu wielkosci o rozkladzie prostokat-
nym, w kazdym z tych rozkltadéw nalezy okresli¢ jego wieksza sktadowg prostokat-
na. Kazdy z tych rozkladéw bowiem to splot dwoch skltadowych prostokatnych.

Rozktad trojkatny jest splotem dwoch jednakowych rozktadéw prostokatnych.
Niepewnos¢ standardowa wielko$ci opisanej rozkladem tréjkatnym o podstawie 2a
dana jest zalezno$cia:

u(x,)=—= (14)

Niepewnos¢ standardowa skladowej prostokatnej tworzacej rozktad trdjkatny ma
postac:

u'(x,)= a (15)

23

co prowadzi do zalezno$ci:

e s

Rozktad trapezowy natomiast jest splotem dwodch niejednakowych rozkladéw
prostokatnych. Niepewno$¢ standardowa wielkosci opisanej rozktadem trapezowym
o podstawie dolnej 2a i goérnej 2b dana jest zaleznoscia:

u(x)=y ;b (17)
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Niepewnos¢ standardowa wiekszej sktadowej prostokatnej tworzacej rozklad trape-
Zowy ma postac:

, a+b
u(x;)= 18
(=35 (18)
co prowadzi do zalezno$ci:
W (x) =2l u(x) (19)
2(a* +1%)

Splot rozkladéw Studenta mozna przyblizy¢ splotem réwnowaznych im roz-
ktadéw normalnych. Owa réwnowaznos$¢ polega na przyjeciu takich rozktadéw
normalnych, dla ktérych przedzialy rozszerzenia sa takie same co do wartosci, jak
wyznaczone na podstawie rozkladéow Studenta dla danego poziomu ufnosci. Aby
osiggnac ta rownowazno$¢, nalezy zastapi¢ rozklad Studenta rozkladem normal-
nym, a niepewno$¢ standardowa wielkosci wejsciowej powigkszy¢ o iloraz kwantyli
tych rozkladow:

u'(x,) =Mu(x,-) (20)

gdzie t(v) to kwantyl rozkladu Studenta z liczbg stopni swobody v, a k to wspot-
czynnik rozszerzenia (kwantyl) rozkladu normalnego (k= 1,96 dla p = 95 %). Blad
powyzszego przyblizenia dla splotu dwdch rozkltadéw Studenta o okreslonych licz-
bach stopni swobody nie przekracza 2 % (rys. 3).

Niepewnos¢ rozszerzong mozna wyznaczy¢ z zalezno$ci:

U=kPN\/ﬁ£t,Ev)uf(y)T (21)

i=1 N

gdzie k, to wspélczynnik rozszerzenia dla rozkltadu P*N. Warto$ci powyzszego
wspoétczynnika dla prawdopodobienistwa 95 % zostaly przedstawione w tabeli 1
[5, 6]. Dla rozkladéw normalnego, prostokatnego, tréjkatnego i trapezowego nalezy
przyjac, ze t(v) = k.

Wspotczynnik k, mozna réwniez wyznaczy¢ w przyblizony sposéb [7]:

ky=k,dla0<r<1
k, =k dlal<r<10 (22)
k, =k,dlar>10

gdzie:

k= | (141, 21, (1= p)) (23)

ro+1
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gdzie k. to wspélczynnik rozszerzenia dla rozkladu trapezowego, a k, to wspotczyn-
nik rozszerzenia dla rozkladu prostokatnego. Wykorzystano tu przyblizenie rozkladu
P*N trzema standardowymi rozkladami: normalnym, trapezowym i prostokatnym
w zalezno$ci od wartosci ilorazu udziatu, co réwniez daje dobre wyniki przyblizenia
wielokrotnego splotu wymienionych rozktadow.
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Rys. 3. Blad przyblizenia przedziatu rozszerzenia dla splotu dwdch rozkladéw Studenta

o roznych stopniach swobody: v, iv,

Tab. 1. Warto$ci wspotczynnika rozszerzenia k, dla prawdopodobienistwa 95 %

przy granicznych wartosciach ilorazu udziatu niepewnosci

k u k u k T
PN do wartosci PN do wartosci PN do warto$ci
1,96 0,5090 1,85 1,6410 1,74 3,1930
1,95 0,6985 1,84 1,7380 1,73 3,4410
1,94 0,8240 1,83 1,8390 1,72 3,7300
1,93 0,9280 1,82 1,9460 1,71 4,0740
1,92 1,0220 1,81 2,0600 1,70 4,4925
1,91 1,1110 1,80 2,1820 1,69 5,0235
1,90 1,1980 1,79 2,3135 1,68 5,7350
1,89 1,2840 1,78 2,4560 1,67 6,7760
1,88 1,3700 1,77 2,6120 1,66 8,5975
1,87 1,4580 1,76 2,7845 1,65 oo
1,86 1,5480 1,75 2,9765
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Obliczajac, na podstawie réwnania propagacji niepewnosci, zlozona niepewnos¢
standardowg u_(y) mozna réwniez wyznaczy¢ wspdtczynnik rozszerzenia z:
U
u, ()

ktory jest przyblizeniem kwantyla rozkladu zwiazanego z wielkoscig mierzona.

k= (25)

4. Ocena doktadnosci metody

Ocene doktadno$ci metody mozna przeprowadzi¢ poréwnujac wartosci niepew-
nosci rozszerzonej otrzymanych powyzsza metoda z warto$ciami uzyskanymi przy
zastosowaniu obliczent numerycznych. Btagd metody zdefiniowano jako:

U-U
splot
= 26
U (26)

splot

o

gdzie U to niepewnos¢ rozszerzona obliczona ze wzoru (21),a U_ |, to niepewnos¢ roz-
szerzona obliczona metoda wielokrotnego splotu rozktadéw wielkosci wejsciowych.

Blad metody analizowano dla prawdopodobienstwa 95 % w odniesieniu do
wielokrotnego splotu rozkltadéw prostokatnych oraz splotu mieszanego rozktadow
prostokatnych i normalnych. Obliczenia wykonano zaréwno przy zastosowaniu do
wyznaczania wspdtczynnika k, tabeli 1, jak i formuly przyblizonej (22).

Blad w pierwszej sytuacji obliczeniowej przedstawiajg rysunki 4 i 5. Najwiek-
sza warto$¢ osigga w odniesieniu do splotu dwoch rozktadéw prostokatnych, dla
ktérych dochodzi do 1,5 %. W pozostalych przypadkach splotu wielu rozktadow
prostokatnych nie przekracza wartosci 1 %, a w przypadku splotu mieszanego roz-
ktadow prostokatnych i normalnych biad jest mniejszy od 0,5 %.

Blad w drugiej sytuacji obliczeniowej przedstawiaja rysunki 6 i 7. Jego najwiek-
sza warto$¢ nie przekracza 2,5 %, a w przypadku wielokrotnego splotu rozkladow
prostokatnych blad jest mniejszy od wartosci 1,5 %.

Poréwnywalne wartoéci btedéw metody, przy obliczeniach wykonywanych dwo-
ma opisanymi sposobami, wynikaja z faktu niewielkich réznic pomig¢dzy warto$cia-
mi odpowiadajgcych sobie wspotczynnikow k, i k. Ich przebieg ilustruje rys. 8.
Blad wzgledny poréwnania powyzszych wspolczynnikéw mozna zdefiniowaé przy
uzyciu formuly:

6T — kT _kPN (27)
kPN

Blad ten w funkgji ilorazu r dla prawdopodobienstwa p = 95 % przedstawiono
na rys. 9. Warto$¢ btedu nie przekracza 1,5 % dla zakresu zmian ilorazu r od 1 do 10,
w ktorym ma zastosowanie réwnos¢ k, = k. (22). Natomiast maksymalna wartos¢
bledu przyblizenia wspétczynnika rozszerzenia dla rozkladu PN trzema standar-
dowymi rozkladami: normalnym, trapezowym i prostokatnym, dla pelnego zakresu
zmienno$ci ilorazu r, miesci si¢ w przedziale £2 %, co ilustruje rys. 10.
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Rys. 4. Blad metody w odniesieniu do splotu dwoch (2P), trzech (3P), pieciu (5P)
i dziesieciu (10P) rozktadéw prostokatnych przy wykorzystaniu tabeli 1
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Rys. 5. Blad metody w odniesieniu do splotu pojedynczego (PN), podwdjnego (2PN)
i pieciokrotnego (5PN) rozkltadow prostokatnego i normalnego przy wykorzystaniu tabeli 1
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Rys. 6. Blad metody w odniesieniu do splotu trzech (3P), pieciu (5P) i dziesigciu (10P)
rozktadéw prostokatnych przy zastosowaniu przyblizenia (22)
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Rys. 7. Blad metody w odniesieniu do splotu pojedynczego (PN), podwdjnego (2PN)
i pieciokrotnego (5PN) rozkladéw prostokatnego i normalnego przy zastosowaniu
przyblizenia (22)
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Rys. 8. Wspodlczynnik rozszerzenia dla splotu rozkladu prostokatnego z normalnym
i dla rozkladu trapezowego dla p = 95 %
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Rys. 9. Blad przyblizenia wspdlczynnika rozszerzenia dla splotu rozktadéw prostokatnego
i normalnego wspofczynnikiem rozszerzenia dla rozktadu trapezowego, dla p = 95 %
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Rys. 10. Funkcja btedu metody aproksymacji wspolczynnika rozszerzenia

Na podstawie przedstawionej analizy mozna oczekiwaé, ze blad w przypadku
przyblizenia niepewnosci rozszerzonej wielkosci wyjsciowej, bedacej zlozeniem
wielu wielkosci wejsciowych opisanych rozkladami Studenta, normalnymi czy pro-
stokatnymi, nie powinien by¢ wigkszy niz przedstawiony powyzej, poniewaz splot
rosnacej liczby rozkltadow sktadowych dazy do rozktadu normalnego.

Nalezy doda¢, ze metode mozna stosowaé przy spelnieniu nastepujacych wa-
runkow: wielko$¢ wyjsciowa jest funkcja liniowg wielkosci wejsciowych, wielkosci
wejsciowe sg zmiennymi losowymi niezaleznymi oraz wielko$ciom wejsciowym
mozna przypisa¢ nastepujace rozklady: Studenta, normalny, prostokatny, trojkat-
ny lub trapezowy. Konieczno$¢ spetnienia tych warunkéw wynika z zastosowania
operacji splotu matematycznego przy obliczaniu rozkladu wynikowego, ktérg moz-
na wykona¢, gdy mamy do czynienia z liniowg zalezno$cia pomiedzy wielko$ciami
wejsciowymi, bedacymi jednoczesnie zmiennymi losowymi niezaleznymi. Jednakze
warunki te w niczym nie ograniczajg praktycznej stosowalnosci metody, gdyz przy
opracowaniu wynikéw pomiaru, szczegélnie bezposredniego, z zatozenia stosuje sie
modele liniowe pomiaru, zawierajace szereg sktadowych powiazanych ze soba addy-
tywnie. Przypisywanie tym skladowym podstawowych rozkladéw prawdopodobien-
stwa tez nie czyni istotnego problemu. Z reguly bowiem przypisuje si¢ im wtasnie
te rozklady; Studenta przy analizie skladowej przypadkowej, a pozostale przy ocenie
sktadowych systematycznych. Metoda zatem nadaje si¢ w pelni do analizy wyniku
pomiaru bezposredniego.
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5. Podsumowanie

Analityczna metoda obliczania przedziatlu i wspdlczynnika rozszerzenia po-
wstata w celu opracowania wyniku pomiaru wyrazanego w postaci przedziatu roz-
szerzenia, zgodnie z przyjetymi definicjami zawartymi w najnowszych miedzynaro-
dowych, metrologicznych dokumentach dotyczacych analizy danych pomiarowych
[1]. Metoda jest alternatywna dla zalecanej tam numerycznej metody odniesienia
(Monte Carlo), gdy mamy do czynienia z liniowym lub linearyzowanym modelem
pomiaru. Przy czym nie wymaga zastosowania zaawansowanych, specjalistycznych
programéw komputerowych i moze by¢ w prosty sposéb implementowana do po-
wszechnie dostepnych narzedzi obliczeniowych, np. w postaci arkusza kalkulacyjne-
go. Jej dokladnos¢ obliczeniowa jest poréwnywalna z metoda odniesienia. Pozwala
na wyznaczanie niepewnosci rozszerzonej dla prawdopodobienstwa 95 % z zacho-
waniem wiarygodnosci drugiej cyfry znaczacej przy jej wyrazaniu.

Pierwotnie metoda powstala jako technika obliczeniowa stuzaca do realizacji
postulatu, dotyczacego wyznaczania wspolczynnika rozszerzenia w procedurach
szacowania niepewno$ci pomiaru przy wzorcowaniu, wyrazonego w dokumencie
[2]. Postulat ten mowi o koniecznosci wyznaczania wspolczynnika rozszerzenia
dla poziomu ufnosci 95 % na podstawie rzeczywistego rozktadu prawdopodobien-
stwa estymaty wielkosci wyjs$ciowej. Przy czym przez rzeczywisty mozna rozumie¢
rozktad powstaly w wyniku zlozenia rozkladéw przypisanych poszczegélnym wiel-
kosciom wejsciowym. Matematyczne modele pomiaru stosowane przy wzorcowa-
niu to réwnania liniowe lub linearyzowane, gdzie wielkosci wejsciowe traktowane
s3 na ogodl jako zmienne losowe niezalezne. Stwarza to warunki do zastosowania
operacji splotu matematycznego do wyznaczania rzeczywistego rozktadu dla wiel-
kosci wyjsciowej i obliczania wspoélczynnika rozszerzenia, jako kwantyla tego roz-
kiadu dla okreslonego prawdopodobienstwa rozszerzenia. Rozwigzanie to szcze-
golnie przydatne jest przy podawaniu powyzszego wspdlczynnika w §wiadectwach
wzorcowania. Poniewaz zagadnienie to dotyczyto gléwnie pomiaréw zwigzanych
zapewnieniem spojnoéci pomiarowej, to metoda zostala pierwotnie opublikowana
w biuletynie migdzynarodowej organizacji metrologii prawnej (OIML) [8]. Nastep-
nie przedstawiono ja w czasopismie naukowym miedzynarodowej organizacji me-
trologii naukowej (IMEKO) [9]. W tym czasie toczyla si¢ miedzynarodowa dysku-
sja dotyczaca wyrazania niepewnosci pomiaru w postaci przedzialu rozszerzenia,
wyznaczanego metoda propagacji rozkladéw wielkosci wejsciowych na podstawie
modelu matematycznego dla wielkosci wyjsciowej. Dyskusja toczyla sie gtownie
w kregach metrologicznych zwigzanych z organizacjami skupionymi wokoét Miedzy-
narodowego Biura Miar (BIPM).

Wraz z przyjeciem nowych rozwigzan w tej dziedzinie zostala zaproponowana
analityczna metoda obliczenia przedzialu rozszerzenia i opublikowana w czaso-
pi$mie firmowanym przez BIPM [10]. Poniewaz opiera si¢ na skladaniu standar-
dowych rozkladéw prawdopodobienstwa, szczegolnie nadaje si¢ dla opracowania
wyniku pomiaru bezposredniego, dla ktérego stosuje sie model matematyczny
w postaci liniowego réwnania pomiaru. Metoda doczekala sie tez praktycznej reali-
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zacji. Zastosowano ja do analizy wyniku pomiaru uzyskanego przy uzyciu laserowe-
go przyrzadu skanujacego, stosowanego do bezstykowego pomiaru malych srednic
zewnetrznych [11, 12].
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